6. Primitivas e Integrais

6.1 Primitivas

6.1 Em cada caso determine a primitiva F' (x) da funcdo f (x), satisfazendo a condicao especi-

ficada.
(a) F(2) = ¢3 F(1)=2 (b) f(2) =22 +1/a% F()=0 (c) f(2)=(a+1)""; F(0)=2

6.2 Determine a fungdo f que satisfaz f (1) = 1 e que, para todo = em seu dominio, f'(z) =

xf (z). (sug.: qual a derivada da funcao g (z) = 1In f (2)?)

6.3 Sejam f e g fungdes derivaveis em R e suponha que f (0) =0e g(0) = 1. Se f'(z) = g (x)
e g (z) = —f(x), Vo, mostre que fungdo h (z) = [f (x) — senx]? + [g (x) — cosz]? tem derivada

nula e, portanto, ¢ constante. A partir dai deduza que f (z) =senz e g (x) = cosz.

6.4 Para cada uma das fungoes f (z) abaixo, calcule [ f (z)dx.

(a) f =23 — b2 (b)f:%—l-%%—% (c)szsen:U—% (d)f:(1+:c2)2
@f=0+a)" O f=tg?r—oVIta? (o) f=Vitsecs () f=2'Va
(i) f=2% 4 e*t! (j) f =2+ z?cos (22?) (k) f =sec?(4x+2) (1) f =cos’x

(m) f =sin?z+2 (n) f = sec(2z)tg(22) (0) f=(x+1)z? (p) f=xz(z+ 1)—1

222 sen 2x eV sen x
(Q)f:x3_5 (T)f:m (S)f:ﬁ (t)f:m

6.5 Calcule as integrais:

sug.: faca a substitui¢do u = z/2 e recorde-se do arcsen x)

T dx
(a) fﬁdm (b) fﬁ (

6.6 Determine a funcio f que satisfaz f” () = 22 +¢*, f(0)=2e f'(0) = 1.

6.7 Se k é um ntmero inteiro, calcule o valor de:

(a) [ sen (kt)dt (b) ™ cos (kt)sen (kt)dt (c) [/ [cos? (kt) — sen? (kt)]dt.
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6.8 Encontre a equagdo da curva que passa no ponto A(—3,0) e cuja inclinacdo da reta

tangente, em cada um de seus pontos (x,y), é m (z) = 2z + 1.

6.9 Derivagao sob o sinal de integral. Considere f uma fungao continua em [a,b] e suponha

que a(x) e B (z) sejam fungoes derivaveis em (a,b). Se

mostre que ¢ & derivavel em (a,b) e ¢ (z) = f(B(z)) B () — f (a(x))d (x).

6.10 Usando o resultado do exercicio precedente, calcule ¢’ (z) em cada caso abaixo.

(a) p(z) = [[V1I+t2dt (b) o ()= [37 (Int)®dt (c) ¢ (x) = [2P ] cos (t2) dt

CcCos T T

6.11 Em cada caso abaixo, calcule a integral definida de f, no intervalo I indicado.

z,sex <0
(a) I=[-L1]; f(z)=1{ | (b) I =1[-2,2]; f(z)=|z—1
z“—x+1,sex>0
(¢) I = [~m,7); f(2) = |sena] (d) I = [~m,7); f(2) =@+ |cosal
(e) I =1[-3,5]; f(z)=|a>—3z+2| (f) I =[-m7]; f(2) =z — |z

6.2 Cailculo de Areas

6.12 Calcule a drea delimitada

Yey=22 para0 <z <1;

a) pelas curvas y = x
b) pelas curvas y = J/z e y = 23, para 0 < x < 1;

c) pelas curvas y = |z| e y = —22, para —1 <z < 1;
d) pelas curvas y = —22 +4 e y = 22,

e) pelo eixo y e pelas curvas y = senz e y = cosz, para 0 < x < 7/4;
f) pelas retas x = 0, * = 1, y = 2 e pela pardbola y = 2?;

g) pelas curvas y = 22 e y = \/x;

h) pela curva y = \/x e pelas retas y =x — 2 e y = 0;

J

(
(
(
(
(
(
(
(
(i) pela curva y = 2® — 622 + 8z e o eixo x;
()

pelas pardbolas y = —22 4 6z e y = 22 — 2u;

6.13 Em cada caso, esboce o gréafico da regido R e calcule sua drea.
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(a) R={(z,y) eRZ/0<z<2ea?<y<4})
) R={(z,y) ER?/z>0e 2?2 <y< —z+5z};
() R={(z,y) eR?/0<z<1/yel <y<2}
(d) R={(z,y) eR?/0<x<lex?<y< z})
() R={(z,y)eR2/—1<z<1e0<y<|zf}.
6.14 Considere a funcao f : R — R, definida por:
2+ 23 /4, para x < 0
f@)=19 22—z—2,para0<z<3
16 — 4z, para x > 3.
Calcule f_52 f () dx e, também, a &drea entre o gréfico de f e o eixo x, de x = —2 até z = 5.

6.15 Em cada caso identifique a regiao do plano xy cuja drea é representada pela integral e

calcule o valor da &rea.

(a) [ de  (b) [} 2zde (c) [° (4+3z)dx (d) [} (x+5)de+ [ 2de + [)) (2 /x)da

6.16 Suponha que f : [—a,a] — R seja uma fungao par e que g : [—a,a] — R seja uma fungao

fmpar. Mostre que [ f(z)dz =2 [ f (z)dz e que [ g(z)dz =0.

6.17 Seja g(z) = [, f(t)dt onde f é a fungdo cujo grafico - y=f(t)
encontra-se esbocado ao lado. /\
\
(a) Calcule g(0), (1), 9(2), 9(3) e g(6). \
(b) Em que intervalo a fungao g estd crescendo? = >
t
(¢) Quando g atinge seu valor maximo?

Fig. 6.1 |

6.18 Analise cada uma das integrais abaixo quanto & convergéncia.

(a) / Ldr /1 5(5‘“2 () / T e P exp (—yE) de () /0 rexp (—a?) da

W —2) o

(e) /02;345 () /_01 16—?33 (g) /_iox exp (—2?) dx (h) /OOO:L“?’ exp (—azt) dz
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6.3 Mudanca de Variaveis

6.19 Calcule as seguintes integrais usando o Método de Substitui¢ao: [ f (g (z))d (z)dz =

[ f(u)du

xdx 3 5 arctan xdx / ] 5
(a) /1‘2 T 1d:1: (b) /J: V1+a2dz  (c) / 22 (d) [ senxcos’zdx

(e) /lnxxdx () /tanxda: (2) /cotgmd:c (h) /a:\/2:c2+1dx
6.4 Integracao por Partes

5.20 Calcule as seguintes integrais usando o Método de Integragao por Partes: [udv = uv —

[ vdu
(a) /ln xdx (b) /az senxdr (c) /a:2 senzdr (d) /xQ cos zdx

(e) / arctgzde  (f) / clnzde (g /O etd (h) /0 " ety
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Respostas e Sugestoes

6.1 a) F ():%1'5/4—{—% b)F(x)z%ﬁ—%—l—% c) F(z) =In(x+1)+2 6.2 f(z) =

exp(F51)
6.4 a) 32t — 322+ C b)—ﬁ—f—i—lnx—l—c c) —2cosz —1/42* +C d) & 29” +z+C

e) arctgx+C f)tgm—x—§(1+m)3/2+0 g) %3:3/2+tg3:+0 h) 2:z,‘9/2+(1 i)—+ex+1+0
j) 2z + gsen(22%) + C k) ftg(dz+2)+C 1) L (z4+%2) 4+ C m) L (5z—242) + C n)

o)z+mnjz|+C p)z+1+njz+1+C q) 2In|z®—5/+C 1) 3In(1+3sen’z) +C )
2eVT 4C

(t) —2yTFcosz 6.5 (a) —VAd—a22+C (b) arcsen (2/2)+C 6.6 f (x) = L&a+e"+1 6.7
(a) 0. (b)0 (c)0,sek=0ce Sen;k”, sek#£0. 68y=22+2-6 6.9 Se F(z) =
[ f (t) dt, entao ¢ (x) = F (B (z))—F (o (x)) e, usando a Regra da Cadeia, obtemos o resultado. 6.10
(a) ¢ (x) = V1+at (b) ¢’ (z) = [In(sen

1) 6.11 (a) 1/3 (b) 5 (c) 4 (d) 4 (e) 43 (f) —=2 6.12 (a) 2/15 (b) 1/2 (c)
5/3 (d) 16v/2/3 (e) V2 —1 (f) 5/3 (g) 1/3 (h) 10/3 (i) 8 (j) 64/3  6.13 (a) 16/3
(b) 9 (c) In2 (d) 1/3 (e) 1/2  6.14 fEQf(:z:)da: = 3, A = 73/6. Por que o valor da
integral ndo coincidiu com o valor da 4rea?  6.15 (a) 1 (b) 1 (c) 5/2 (d) 32/3  6.16

2

Ssenx (c) e® cos(e?*)—2z cos(z—

z)]° cos x+[In (cos z)]

Com a mudanga = —t e observando que f ¢ uma funcdo par, encontramos: [° f (z)dz =
—faof(t) dt, e portanto: [ f(z)dx = fEaf(x) de + [ f(z)de = 2 [} f(z)dz  6.17 (a)
g(0)=0,g(1) =2 g(2)=5, g3)=Teg(6)=3 (b)em (0,3) (c)emz =3  6.18 (a)
4 (b) diverge (c) diverge (d) 1/2 (e) diverge (f) diverge (g) 1/4 6.19 (a) 11n (22 + 1)
) (2 + 1)1 224+ 1)** (0) L (arctga)® (d) —Lcostz (e) L(Inz)® (F)—Infcosz| (g)
Injsenz| (h) §v222—1  6.20 (a) 2lnz—z (b) senz —xzcosz (c) (2 —2?)cosz + 2xsenx
(d) (22 —2)senz +2zcosz (e) zarctgz —Inv1+22 (g) 1 (h) 1.

Alerta! Nos exercicios 6.19 e 6.20 consideramos, por simplicidade, a constante C de integracao igual

a Zero.
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