3. Limite e Continuidade T

3.1 Ca&lculo de Limites

3.1A Em cada caso abaixo calcule o limite de f (z), quando x — a.

3
(a) f(z) =22+5; a=-T (b)f(l’):mya:
>+ 32— 10 —2z — 4
@ fl@)="—"=—ia=—5 (&) f(@)= 5 53 a=-2
x—1 V2 +8-3
(e)f(x):m;azl (f)f(a:):xiﬂ;a:—l
11 3—
(6 )=t a=1 ) f ) =2V g
2 2 _
() f @) =" a=0 () Fl@)="E 2 =
1-Vitaz Coat-2z+1
(k)f(i):maa—?) (l)f@)—m,a—l
3/~ 3 _ 34_
i@ =Yy = B ) a3 a9)
213 _ 3 _
0 F@) =Y =1 ) f@) = TR a = 1 (g = YY)
3.1B Se f é uma funcao definida em R e alcli% f;a:) = 1, mostre que:
(a) nn%f (jx)zs (b) lim @:o
3.1C Se xl—i>r£lz ng;C) =1, calcule xl—i>n—12 f(z)e xl_i)n_12 fz)

f(z) =5

3.1D Sabendo-se que lim
r—2 I —

= 3, calcule lim f ().
r—2

2 2
3.1E Se ¢ é uma fungao tal que 1 — % <p(z)<1l+ %, Yz # 0, calcule lir%go (z).
xr—

3.1F Sejam f e g fungoes definidas em D, tais que lim f (x) =0e |g(x)| < M, Yz € D, sendo
r—a

M uma constante positiva. Use o Teorema do Sanduiche e mostre que lim [f (z)-g (z)] = 0.
r—a
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1,sez <0
3.1G Considere a fungao g definida por g (z) = . Investigue a existéncia dos
—1,sex >0

limites: lim g (z) e lim 22g (z).
z—0 x—0

3.1H Em cada caso abaixo, calcule os limites laterais de f no ponto a.

T+ 3 T

(@) f @) =252 0z () £@) = oy 0=
—x z? —

(C)f(x)=(12_$)3,a=1 (@) o) = =g a =2
(e) f (z) = ””2“””;5_\/5, a=0 (f)f(m)zw, a=—2
® Fo = ) 1) = 0 =
. | . x + 2
(1)f($):m7<l=1 (J)f(x)zm,a:—Q

3.11I Calcule lim +/x — 2 e verifique se existe o limite lim +/x — 2.

z—2+ T—2—

3.1J Calcule os limites laterais indicados.

@lhes O ©) 5 22 (@ Jlim

O Jm Ty W Ty @ g
) :pli%lJr x23— x ) mll%l* z? 3— x (k) wll%ﬁ x?xigng_g ) xllinr i : 1‘
) i 2 ) m S (o) i B ) tim 5

3.1K Calclule os seguintes limites no infinito.

(a) lim (z*+3z+2) b) lim (2*-—3z+2) (¢) lim (3z®+2z+1)

T——400 T——00 T—+00

(d) lim (32®+2z+1) (¢) lim (5—4z+a2?—2°) (f) lim (5— 4z +a?—2a°)

Tr——00 r—+00 r——00
5% — 6z + 1 . bt —6r+1 RV |
(&) Jm —mio - W M —em 5 0 tm 3

G) lim (e-va+3) () lim (e-va?+3) () lm (o Va¥+3)

T——+00 T——+00 T——400
5—x 2 — /|7
. _ 3 . .
(m) xEIJPoo (2.%' v 3) (n) mEIPoo 3+ 2z (0) xEIPoo 1—=x
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2
-1
L, se x # 1
3.1L Calcule lim1 f (z), onde a fungao f : R — R é definida por f (z) = z—1
Tr—
3,sex=1

Esta funcao é continua em x = 17

3.1M Seja f uma fungao real continua, definida em torno do ponto a = 1, tal que f(x) =

22 —3x+2

[ paraz # 1. Quanto vale f (1)? Por qué?
a:‘ p—

3.1N Determine o valor de k, de modo que cada uma das fungoes dadas abaixo seja continua

no ponto a indicado.

3
—8 _
a: ,se T # 2 M,sex>()e #*3
(a)a=2f(z)=q -2 (b) a=3; f(z) = z—3
k,se x =2 k,sex =3
. ~ . 2+ ~ )
3.10 Seja f a fungao definida por: f(—1)=2e f(x) = 1 , para x # —1. A funcao f é
T

continua no ponto z = —17 Por qué? E no ponto x = 07

3.1P Dé exemplo de uma funcao f, definida em R, descontinua no ponto z = 2, mas que

satisfaca lim f(z) = lim f(x).
x—27F T—2~

3.2 Continuidade

3.2A Qual das afirmacoes abaixo é verdadeira?

(a) lim f(z)= lim f(z) = f é continua em = = a;
z—at T—a~
(b) Se lim |f (x)| existe, entao lim f (x) também existe;
r—a

r—a

(c) Se lim |f (x)| = 0, entéo lim f (x) = 0.
r—a Tr—a
3.2B Seja f uma funcdo tal que |f (2)| < 22, Vo € R. Mostre que f é continua em z = 0.

3.2C Esboce o gréfico e encontre os pontos de descontinuidade da funcao f, definida por:

222 + 3

,sex <1

f(z)= 6—-5r,sel <x <3

r—3,sex >3
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3.2D Em cada caso, esboce o grifico da fung¢ao e diga se ela é continua no ponto a indicado.

x—2
2—x,sex>1 q,sex;ﬁQ
(@) a=0; fz) =4 (b)a=0; f(z)=4q I*
z°,sex <1 1,se x =2
2_9,-3 0,sex <0
(©a=-L fle)="—"7— @ a=1 f(x)= .
z+1 [x],se x >0

Nota: No Exercicio 3.20(d), [z] representa o maior inteiro menor ou igual a = e a fungdo corre-

spondente x —— [z] é denominada fung¢do escada.

3.2E Seja f a funcao cujo gréfico encontra-se esbogado abaixo.

e) f é continua no ponto z = 0?7

(a) Caleule lim f(x). y‘u
(b) Calcule ili% f(x). //\\'/--.?

(c) Calcule £(0). / > ~
(d) Calculef(3). . )|
(

(

)
f) f é continua no ponto x = 37

Fig. 3.1

3r2 +axr+a+3
3.2F Existe um nuimero real a capaz de fazer com que lim tortoadt exista?
r——2 1241z —2

3.2G Uma companhia ferrovidria cobra R$10,00 por km, para transportar um vagao até uma
distancia de 200km, cobrando ainda R$8,00 por cada km que exceda a 200. Além disso, essa mesma,
companhia cobra uma taxa de servigo de R$1.000,00 por vagao, independentemente da distancia a
percorrer.
Determine a funcgao que representa o custo para transportar um vagao a uma distancia de x km e

esboce seu grafico. Essa funcao é continua em x = 2007

3.2H Uma fédbrica é capaz de produzir 15.000 unidades de um certo produto, em um turno de
8 horas de trabalho. Para cada turno de trabalho, sabe-se que existe um custo fixo de R$2.000,00,
relativo ao consumo de energia elétrica. Supondo-se que, por unidade produzida, o custo varidvel,

dado o gasto com matéria prima e saldrios, é de R$2,00, determine a fun¢ao que representa o custo
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total para a fabricagdo de x unidades e esboce seu grédfico. A fung¢do encontrada é continua para

0 <z <45.0007

3.2I Um estacionamento cobra R$3,00 pela primeira hora, ou parte dela, e R$2,00 por hora
sucessiva, ou parte dela, até o maximo de R$10,00. Esboce o gréfico do custo do estacionamento

como uma funcao do tempo decorrido e analise as descontinuidades dessa funcao.
3.2J Prove que a equagio x° + x + 1 = 0 tem pelo menos uma raiz no intervalo [—1,0].

3.2K Prove que a equacio z3 — 4z 4+ 2 = 0 admite trés rafzes reais e distintas.

] _ ] 22 +2,se —2<x<0 _
3.2L Considere a fungao f definida por: f (z) = . Mostre que nao
—x2—2,se0§m§2
existe um nimero « no intervalo [—2,2] tal que f (a) = 0. Isto contradiz o corolario do Teorema

do valor Intermedidrio?

3.2M Quais das seguintes afirmagoes sobre a func¢ao y = f (x) ilustrada abaixo sao verdadeiras

e quais sao falsas?

(a) ilir(l) f(x) existe.
)

3.2N Explique por que os limites abaixo nao existem.

T+3 2 +3
lim ——— = (d) i
(c) lim, (z—1)(z+2) (d) lim —

. T .
WMe O
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Respostas e Sugestoes

(@) =9 (b)3/2 (c)-7 (d)-1/2 ()4 (f)-1/3 ()4/3 ()1/6 ()1 (N4 (k)
1/3-v2) )0 (m) 2¥4 (n) —32 (o) 1/2 (p) 1/3 (a) Com u = 3z tem-se
G f () e encontre lim 7][ (xQ) = 4 lim 7\/@0 ()

lim *=—* = 3 lim “—~. Em (b), faca u = 2
z—0 x u—0 U z—0 X u—0 U

4e—2 [3aD|5 [3.1E]1 Temos:OS\f(x)-g(x)]SM]f(x)\ 131G | g (2)

nao tem limite em z =0 e lin%) [2%g (z)] =0
xTr—

3.1H (@) | () | (c) [(d)| (¢ [ (O] (& | () | ()] ()
lim f(z) | —oo0 | +oo | 400 | =4 | 2V5/5 | =1 | —V2 | —1/6 | —=2 | 1/4
lim f(z) | 400 | +o0 | —00 | 4 2v5/5 | 1 | v2 | 1/6 | 2 | —1/4

Quando x — 27 o limite existe e vale 0. Quando x — 2~ o limite nao existe.

‘3-1J (a) | (b) | (c) | (d)](e)| (F) | (&) | () | () |G)]| G| @) @m)]| @) ()] ()

o0 —00 o o0 o0 —00 o —00 | —O&0 | OO o0 0@ o0 —00 1 —0

‘ 3.1K1 | (a) | (b) | (c) | (d) | (¢) | (£) | (g) | () | ()| Q)| ()| @) |(m)] (m) | (o)
00 | 00 | o0 | =00 | —0c0| o0 [5/6] 00| 0 |oc0| 0O |—00| o0 |—1/2]-1
11:1—>m1 f(x)=2e f(1) = 3. Logo, f é descontinua em a = 1 Como f é continua em
a =1, devemos ter f (1) = —1 (a) k=12 (b) k =+/3/6 f € continua em
—1 e descontinua em 0 Considere, por exemplo, a fungao f definida assim: f (z) = =z,
paraz #2e f(2) =0 (a) falsa (b) falsa (c) verdadeira Use o Teorema do
Sanduiche x = 3 é a tnica descontinuidade de f (a) sim (b)sim (c) nao

(d) nao (a) 3 (b) nao existe (c¢)3 (d)4 (e)sim (f) nao Se a =15, 0
limite serd —1 Se z < 200, o custo C (x) é determinado em reais por C' (z) = 1.000+10z.

O custo para uma distancia de 200 km &, portanto, C' (200) = R$3.000,00. Se a distancia excede
200 km, isto é, se x > 200, entao o custo total sera dado por C (x) = 3.000+8(z—200). Resumindo,
temos: C'(x) = 1000 4 10z, se 0 < = < 200, e C' (z) = 1400 + 8z, para = > 200. Essa fungdo ¢é
continua em x = 200 Se 0 < z < 15000, um unico turno de trabalho serd suficente
e, assim, C () = 2000 4 2z. Se 15000 < z < 45000, entdo a fébrica deverd operar em 3 turnos
e, nesse caso, C' () = 6000 4+ 10z. Nesse intervalo a fungao custo é descontinua As
descontinuidades ocorrem nos pontos t =1, t =2, t =3 et =4 Nao. Como a funcao
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nao é continua em [—2,2], o fato ndo contradiz o resultado citado V,V, F, F; F. V
Em cada caso note que os limites laterais, quando existem, sao diferentes.
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