4. Campos Vetoriais

4.1 Curvas Regulares

4.1A Esboce o gréfico de cada curva dada abaixo, indicando a orientacao positiva.
() F(t)=ti+(1—1)], 0<t<1 (b)F(t) =2t +12], -1 <t <0

() F(t) = (A/t)i+t], 1<t<oo (d)7F(t)=ti+VI—12], 0<t<1
(e) F(t) =ti+1Intj, 1<t<e (f) 7(t) = costi +sentj + tk, 0 <t < 2

4.1B Duas parametrizagoes para o circulo.

Considere a circunferéncia c : 2% + y? = 2z, percorrida no sen-
tido positivo (anti-hordrio), como na figura ao lado. Parame-
trize a curva ¢ de duas maneiras: primeiro utilize o pardmetro
t e, depois, o pardmetro 6. Calcule a integral da funcao xy ao

longo da curva ¢, usando as duas parametrizacoes encontradas.

[resp. 3m].

Fig. 4.1

4.1C Um caminho nao regular. Seja v o caminho dado por: 7(t) = t7 + t2sen (1/t) 7,0 <

t <1, e7(0) = 0. Note que a coordenada y do caminho ~ é:

t?sen (1/t), se 0 <t <1
y (1) =
0,set=0

com derivada ¢’ (t) = 2tsen(1/t) — cos(1/t), para 0 < t < 1 e 3/ (0) = 0. Sendo esta derivada
descontinua em ¢t = 0, concluimos que o caminho nao é regular.

4.1D Calcule o comprimento da hélice do Exercicio 1.1(f). [resp. 2v/27]

4.1E Considere o caminho v = y; + 7o, sendo 7, descrito por 7 (t) = ti + 127, 0 <t < 1
e v por 7o (t) = i+ j—l— tlZ, 0 <t < 1. Esboce o caminho ¢ e verifique que o mesmo é simples e

parcialmente regular Determine o vetor velocidade onde existir.
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4.1F Considere o caminho v, : 71 (t) = ¢ i+ t2 f, 1 <t <2 eseja vy o caminho definido
por 7 (t) =71 (3—1), 1 <t < 2. Esboce os gréficos de ¢; e c2. Qual a relacao entre esses dois

caminhos?

4.2 Integral de Linha

2.2A Seja f (z,y) uma funcdo continua sobre um caminho regular ¢ de comprimento L. Se

|f (z,y)] < M, em todos os pontos (x,y) do caminho ¢, mostre que:

/vf(m,y)ds

4.2B Calcule as seguintes integrais de linha ao longo do caminho indicado:

< ML.

(a) /2ydw—3xdy; vyix=1—t, y=5—1t;0<t<1. [resp. —15/2]
g

(L,1)
(b) / rydx — y3dy; ao longo da pardbola y = x2.[ resp. 0]
(7171)

(c) / Zdx — —dy; ao longo da reta y = 2 — . [resp. In(4/9) — 2]
3,-1) <L Yy
(d) f ydr +2zxdy; D:ax?+y? <1, —y<z <y, y>0. [resp. m/4]
oD
(e) /xyds; c:x=t, y=1t;0<t<1. [resp. \@/3}
v
() /xst; v:ix=cos2t, y=sen2t;0<t<2m. [resp. 27]
2l
(2) j{ydx + 2zdy; v é o tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1). [resp.1/2]
(h) f (2% —y?)ds; v : 2%+ y* = 4. [resp. 0]
2l
(
y2dx + 22dy ; ao longo do semicirculo x = /1 — 42. [resp. 4/3]
)

ydx — xdy

55 ; ao longo da curva z = cos’t, y=-sent, 0 <t < 7/2. [resp. —m/2]
1,00 Tty

J
/(071)
(

(k) j([ (ax + by)dx + (az + By) dy; v : 2% +y* = 4. [resp. 47 (a — b)]
v

) }I{xy (3ydx + Txdy); v : 922 + 4y* = 36. [resp. 0]
g
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(m) %xydx + (y* — 2®) dy; ~ consiste dos arcos y = 2? e y = /z, 0 <z < 1. [resp. —9/20]
¥

(n) / (x+y+z2)de+(r—2y+32)dy+(2x +y — z) dz; € o caminho que liga a origem ao ponto
¥
A(2,3,4), através de trés segmentos retilineos: o primeiro uma porgao do eixo x, o segundo paralelo

a0 eixo y e o terceiro paralelo ao eixo z. [resp. 19 |

4.2C Calcule fv F. d 7, nos seguintes casos:

—

(a) F = (x2 + y2) i+3zy? ;v é o circulo 22 4+ y2 = 9. [resp. 243w /4]

(b) F = (322 — 8y?) i+ (4y — 6zy) J; v ¢ a fronteira da regidgo D : x4+y < 2,2 > 0, y > 0.
[resp. 40/3]

(c) F=uayi—yj+ k; v é o segmento de reta ligando a origem ao ponto A (1,1,1). [resp. 5/6]
(d) F=y2i+2%7; v & o arco da pardbola x =t, y =12, 2 =0; 1<t <2. [resp. 137/10]

(e) F=227+2? E; v é o segmento de (1,0,1) a (2,0,1), seguido do segmento de (2,0,1) a (2,0,4).
[resp. 13]

4.2D Considere as fungoes P (z,y) = —ﬁyg e Q(x,y) = ﬁy” definidas para (z,y) #
(0,0) e seja D a regido descrita por 0 < 22 + 32 < R.

(a) Mostre que f Pdx + Qdy = 2;

(b) Mostre que // <8Q — 3P> dzxdy = 0;
dy

xdx + ydy

3 5 onde 7y consiste do arco da pardbola y = 22 —-1, -1<x <2,
ety

4.2E Calcule /
-
seguido do segmento de reta que une os pontos (2,3) e (—1,0). [resp. 0]

4.2F Se F = Pi+ Q;’—i— Rkeféo angulo entre o campo Fe d T, mostre que:
/ﬁ-df’:/ P2 + Q? + R2 cos 0ds.
4 (&

4.2G Considere os caminhos v, : 7(t) =t i +1t3 7, =1 <t <lexyy:7(€) = (1—&) i+

(1-¢ )3 7, 0 <€ <2 Se F' é um campo continuo em uma regiao contendo esses caminhos, mostre

/ ﬁ-dF:—/ F.dr
Y1 Y2

De que forma pode-se generalizar esse fato?

que



CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS MARIVALDO P MATOS 63

4.3 O Teorema de Green no Plano

4.3A No Exercicio 2.2 identifique as integrais de linha que podem ser calculadas diretamente
com o Teorema de Green. O cédlculo das integrais tornou-se mais simples? Qual dificuldade vocé

enfrenta ao usar o Teorema de Green?

4.3B Com auxilio do Teorema de Green, calcule as seguintes integrais de linha:

(a) % (senz + 4zy) dx + (22 — cosy) dy = 0; v é um contorno simples fechado e regular [resp. 0];
g

(b) 7{\/302 + y2dx + yIn(z + /2?2 + y?)dy; v é um contorno simples, regular e fechado, que néao
2!

envolve a origem [resp. 0];

(c) ]{2daz+(w2—ytgy)dy; ¢:(x—1)2+y2 =1 [resp. 2n];
gl

(d) ?{P (r)dz + Q (y)dy; v é um circulo de raio r e P (z) e Q (y) sdo de funcdes classe C! na
v

regiao delimitada pela curva c. [resp. 0];

(e) 7{69” senydz + e® cosydy; v ¢ a elipse 322 + 8y? = 24. [resp. 0]
v
() Y{xQdCE + zydy; ~v ¢ a cardidide r =1+ cosf, 0 < 0 < 27. [resp. 0]
vy
4.3C Por que os resultados (a) e (b) do Exercicio 2.4 nao contradizem o Teorema de Green?

4.3D Seja D o anel descrito por 1 < 22 4+ ¢y? < 2 e sejam P (2,7) e Q (z,y) funcdes de classe
C1, isto é, com derivadas parciais de primeira ordem continuas, tais que P, = @, na regido D.
Quantos valores sao possiveis para a integral de linha fv Pdx + Qdy, sendo v uma curva simples

fechada regular por partes contida em D? [resp. 3]

4.3E Considere uma curva ¢ simples fechada e suave, orientada no sentido positivo, que nao
passa por (0,0), e seja ¢ (x,y) = In (:L‘2 + y2) . Se 71 representa a normal exterior & curva c, mostre
que a integral de linha fv V- fids assume apenas os valores 0 e 47, conforme a curva ¢ envolva ou

nao a origem.
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3.6 Considere o campo vetorial:

_ 3+ 25 Y o
7 _ . :
(z,y) 1 o

e sejam 7y, 7Yq,7v3 € Y4 08 caminhos exibidos na figura ao lado.

Sabendo que §73+v4 F - d7 = 10, calcule fvﬁrvz F . dF

Outras conseqiiéncias do Teorema de Green

Nos exercicios 3.6 a 3.13, D representa uma regiao do plano xy com fronteira 9D simples, fechada e
regular por partes. A drea da regidao D estamos representando por A (D). Lembramos as férmulas

cldssicas no caso bidimensional:

Green Diferencial: f Pdz + Qdy = // (Qz — Py)dA
oD D

Green Vetorial: f (F-T)ds = // (V x F)-kdA
oD D

Gauss: f (F-i)ds = // V. FdA
8D D

onde V- F = P, + @y ¢ o divergente, V x F = (Qz — Py)E ¢ o rotacional do campo F =

P(z,y)i+Q(z,y) ] e 7 ¢ a normal exterior a fronteira dD.

4.3F Verifique o Teorema da Divergéncia no plano para os seguintes dados:

(a) F (z,y) = 3yi—2xj ; D ¢é aregido delimitada por z2/3 + y2/3 =1
(b) F (z,y) = 22 i+vy?%j ; D éaregido delimitada por 422 + 25y2 = 100.

4.3G Seja f (z,y) uma funcio de classe C2, isto ¢, com derivadas parciais de segunda ordem

continuas, em uma regiao D. Se Af =0 em D, use a Féormula de Green e deduza que:

/ fydr — frdy = 0.
oD

4.3H Nas condicoes do exercicio precedente e considerando v de classe C', mostre que:

/az) (fzdy — fydx)v = //D (Vg fo + vy fy) dady.
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4.31 Se xg e yo representam as coordenadas do centréide da regidao D, com densidade de massa

p =1, mostre que:

2x0A (D):?{ 22dy e yoA(D):% xydy .
oD oD

4.3J Considerando F = Vu na Férmula de Gauss, sendo u de classe C?, deduza a relacio:

// Audxdy:y{ a—z_{ds.
D op O]

4.3K Com auxilio da Regra do Produto para derivagao, obtenha a seguinte propriedade para
o divergente:

V- (vVu) = vAu+ Vu - Vo.

Agora, considere na Férmula de Gauss F = vVu e deduza a identidade:
0
Identidade de Green:  [[,vAudzdy + [[, Vu-Vvdzdy = §,, va—:_;,ds.
4.3L Se Au = 0 na regido D, usando v = u na Identidade de Green, mostre que:

// ]Vu\dedy:% ua—l_b,ds.
D op 07

4.3M Seja f (z,y) um campo de classe C! na regido D. Considerando na Férmula de Gauss

of f{
——dzdy = ds,
//D P Im

onde i = 771;—1— 772; é a normal exterior & fornteira 0D.

—

F= f(z,y)i, deduza que:

4.3N Um fio tem o formato do circulo 22 + y?> = a?.

Determine sua massa e o momento
de inércia em torno de um didmetro, se a densidade no ponto (z,y) do fio é p(z,y) = |z| + |y| .

[resp. m = 8a?, I, = 4a4]

4.30 Seja ij =1y i+ i ; o campo de vetores normais exteriores a uma curva simples fechada

e regular 7. Use a Férmula de Gauss com F=ieF= j e deduza que:

7{771 (m,y)dszjgnz (2, y) ds = 0
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4.4 Campos Conservativos

4.4A Seja ¢ (z,y,2) uma funcio de classe C' em uma regido contendo uma curva regular 7

com origem no ponto A e extremidade no ponto B. Mostre que:
/V<p~dfF: w(B)—p(A).
~

4.4B Se @ e 1) sdo duas fungoes potenciais de um mesmo campo vetorial ﬁ, em uma regiao D,
mostre que existe uma constante C' tal que ¢ (z,y,2) = 9 (z,y, z) + C em qualquer ponto (z,vy, 2)

da regiao D.

4.4C Considere o campo de forgas F (z,y,2) = yi+zj—+yz k.

(a) Verifique que F' ndo é conservativo;
(b) Qual o trabalho realizado pelo campo F para mover uma particula do ponto 4 (1,0, 1) ao ponto

B (—1,0,e™) ao longo da curva 7 (t) = costi +sent j + e'k? [resp. (2e*™ — 5e™ — 51 — 3) /10]

4.4D Um campo radial de forcas no plano é descrito por F (x,y) = f(r)7, onde ¥ =z ityje
r = ||7]]. Admitindo f de classe C, verifique que um tal campo é conservativo e calcule a integral
f7 f (r) 7 di sobre o semicirculo v : 22 +y% =1, y > 0. [resp. 0. Note que ao longo do semicirculo

tem-se: 7 - drf = 0]

4.4E Encontre uma funcao potencial para o campo F definido em R2\ {0,0} por F (7) = rP 7.

[resp. o (7) = ﬁrp“, sep#—2ep(f)=Inr+C,sep=-2
4.4F Mostre que as fungoes P (z,y) = _%W e Q(z,y) =

o _ 09

oy Oz

em regiao alguma contendo a origem. (veja o Exercicio 4.2D)

x _ ~
—5 5 satisfazem a relagao
ety

, para (z,y) # (0,0), mas o campo F (z,y) = P (z,y) i + Q (z,y) j nao é conservativo

4.4G Verifique se o campo (respectivamente a forma) é conservativo (respectivamente exata)

e determine uma funcao potencial em caso afirmativo.

(a) F (z,y) =xi+yj. [resp. ¢ (z,y) =3 (2% +¢?) + C]
(b)
(c) F(z,y) = (2xe? +y) i + (z2e¥ + z — 2y) j. [resp. ¢ (2,y) = 2%e¥ + zy — y* + C]

M,

(r,y) = 3x2y;+ $3j. [resp. o (x,y) =23y + C}
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d) F(z,y,2) =zi+yj+zk [resp. ¢(z,y) =1 (22 + 4% +22) + O]
e ﬁ(m y) = (y2—333) i+ (2zy + cosy) j. [resp. o (x,y) = zy? — %$2+seny+C].

(
(e)
(f) (seny —ysenz + z)dx + (cosz + zcosy + y) dy.

[resp go T y) =zxseny +ycosx + 5 (:c +vy ) + C’]

(g) [sen (yz) + zy cos (zy)] dz + [2? cos (zy)] dy. [resp.¢ (z,y) = zsenzy + C]

(h) (z+2)dz — (y+2)dy + (x — y) dz. [resp. ¢ (z,y,2) = (x —y)z+ 3 (2% — y?) + C]
(i) 2xy3dx + 2%y3dy + 3x2yz2dz. [resp. ndo conservativo]

(j) 3y*z2dx + 4a3y?dy — 32%y%dz. [resp. ndo conservativo]

(k) (2:c + 8xy ) dr + (3$ y— Sxy) dy — (4y222 + 2:1:32) dz. [resp. nao conservativo]
(1) (y*cosz + 2%) dz — (4 — 2ysenz) dy + (3z2* + 2) dz.

[resp go x,Y, 2 ) = y2sen:n—|—xz3 —4y—|—22—|—C]

(m) (4zy — 32222 + 1) dz + (227 + 2) dy — (2232 + 32?) d=.

[resp. ¢ (z,y,2) =z + 222y — 2322 + 2y — 23 + C]

(n) (e senz + 2yz) dz + (2zz + 2y) dy + (e® cos z + 2y + 327) dz.

[

resp. ¢ (r,y,2) = e“senz + 2xyz + y? + 23 —I—C]

4.4H Em cada caso abaixo calcule a integral de linha indicada, observando que a mesma

independe do caminho.

(1,2)
(a) / (2y — z) dz + (2z + y?) dy. [resp. 13/2]
(07_1)

(4,7/4)
(b) /( ) tgydz + x sec? ydy. [resp. 4]
-2,0

/(1’0) 2ydx + 2xdy
c ——— . [resp. 0]
(

02) (xy+ 1)2

(1,1,1)
(d) / (y+z)dx + (x+ 2)dy + (v + y) dz. [resp. 3]
(0,0,0)

(0,m,3)
(e) / (e"seny +yz)dxr + (e¥ cosy + zseny + xz) dy + (xy — cosy) dz. [resp. 4]
(2,0,1)

() /el" sen ydx + €* cosydy; vy ¢ uma curva suave da origem ao ponto (1, 3). [resp. €]
gl

4.41 Se f (t) ¢ uma funcdo de classe C! no intervalo a < t < b, verifique em que regido do
plano zy o campo vetorial F (z,y) =yf (zy) i+xf (zy) Jj é conservativo. [resp. em qualquer regiao

contida em D : a < zy < b]
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4.4J Supondo que « e § s@o constantes, u e v s&o campos escalares e ' e G sdo campos

vetoriais, deduza as seguintes relacées do cdlculo diferencial:
a) V (au + pv) = aVu + Vo
V(u/v) = (1/v?) [vVu — uVo]
div(rot(F)) = 0

( (b) V (uv) = vVu + uVov

(c) (d) div(aF + 8G) = adiv F + 8divG
(e) (f) div(F x G) = G - rot(F) — F - rot(G)
(g) rot(u F) = urot(F) + Vu x F (h) rot(aF + BG) = arot(F) + Brot(G)
(i) div(vVu) = vAu+ Vu - Vo (j) div(u F) = Vu - F 4 udiv(F).

Usando (e) conclua que néo existe um campo vetorial F' com rotacional z7 + yj—l— 2 k.

4.5 'Trabalho, Massa, Centro de Massa, ....

4.5A Utilizando a férmula A (D) = y{ xdy, calcule a drea das seguintes regioes:
oD

(a) D é a regido limitada pelo eixo y, pelas retas y = 1 e y = 3 e pela pardbola y? = z. [resp. 26/3]

2 .2
(b) D ¢é a regiao limitada pela elipse L 5+ Z—Q = 1. [resp. mab]

(¢) D é o triangulo com vértices nos pontos (2,0), (1,3) e (—1,1). [resp. 4]

4.5B Encontre a massa de um fio cujo formato é aquele da curva intersecio da esfera z2 +
y?+ 22 = 1 com o plano = + y + 2z = 0, se a densidade no ponto (z,y,z) do fio é p(z,y,2) =
x2. [resp. 27 /3]

4.5C Qual o trabalho realizado pelo campo de forgas F = (2z + 3y) i+ zy j, para levar uma
particula da origem até o ponto A (1,1), ao longo do circulo 22 + (y — 1)? = 17 [resp. (22 — 37) /6]

4.5D A forca gravitacional F atuando em uma particula de massa m, préxima da superficie
da terra, é dada por F= —mg k. Mostre que o trabalho W realizado pela forga F sobre a particula,

quando essa se move verticalmente de uma altura H a uma altura h, ¢ W =mg (H — h).

4.5E Um fio uniforme com densidade constante p = 1 tem o formato da hélice do Exercicio
1.1(f). Determine seu centro de massa e seu momento de inércia com relagao ao eixo L : x = z, y =

1. [resp. Cpr (0,0,7); It = §(77r+87r3/3)]
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4.5F Calcule a massa m e o momento de inércia I, da hélice do Exercicio 1.1(f), se a densidade

no ponto (z,y,2) da mola é p(z,y, 2) = 2 + y? + 22. [resp. m = /2 (27r + 87r3/3) ; I, =m]

4.5G Para o campo F (z,y) = — 3 i /2 i+ a:Q_:— /7 7, mostre quti div(F) = Of rot(F) = 0
em R?\ {(0,0)}. Dé exemplo de um campo vetorial F' para o qual rot(F) = 0 e div(F) = 5. [resp.
F=5z7]

4.5H Se7=xi+yj+zk =7 e f(t) ¢ uma funcio real derivével, mostre que V f (r) =

fi(r) "o rot(f (r) 7) = 0. Encontre os inteiros k& de modo que div(r* 7) = 0. [resp. k = —3]
T

}

4.5 Use o exercicio precedente e calcule V (1), V(1/r) e V (Inr) [resp.

)

<3y
ﬂw‘ =
T\:‘ =3

4.5J Um fio uniforme de massa m tem o formato de um semicirculo de raio a. Mostre que o
momento de inércia em torno do diametro é ma?/2 e que o centréide jaz no eixo de simetria a uma

distancia 2a/m do centro.

4.5K Calcule a massa e 0 momento de inércia I, do fio descrito 7 (t) = ¢ i+2t j+3t E,0<t<l,

cuja densidade linear é 6 (z,y,2) = +y + z. [resp. ]

4.6 Area de uma Superficie

4.6 A Calcule a drea da superficie S em cada caso:

(a) S ¢ uma esfera de raio R. [resp. 47 R?]

(b) S ¢ a por¢do do plano = +y + z = a, a > 0, interna ao cilindro 22 + y? = a?. [resp. ﬂaQ\/ﬂ
(c) S ¢ a porcao do paraboléide z2 + y? + z = a?, delimitada pelo cilindro vazado 1 < 22 4 y? <
9, >0,y >0. [resp. (37V37 — 5/5) 7/24 ~ 30.71]

d 2]

S é a porcao da esfera 22 + y? + 22 = a2, interna ao cilindro 22 + 32 = ay. [resp. (2m —4)a
S ¢ a porcao do cilindro #? 4 2% = a2, delimitada por y? = a (z + a). [resp. SaQ\ﬁ]

S ¢ a porcio do cone 2% = z? 4+ y2, z > 0, interna ao cilindro 2% + 3% = 2ax. [resp. 7ra2ﬂ]

~ o~ o~
@
— = =

g) S é a porcio do paraboldide 22 + 22 = 2ay, a > 0, abaixo do plano y = a.
[resp. (3v/3 — 1)27wa?/3]
(h) S & a porcio do cilindro 32 + 22 = 16, compreendida acima da regido triangular 0 <z <2, 0 <

y<2-—ux. [resp. 8\/3—1—477/3 - 16]
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(i) S é a porgio do plano 3x + 2y + z = 7 no primeiro octante. [resp. 49v/14/12 ]

(j) S é a porcio do cilindro parabdélico 2% = 8z, compreendida acima da regido 0 < 2 < 1,0 <y <
Va. lresp. 2(3V3-2vD) |

(k) S ¢ a porgdo do cilindro y? + 2% = 4, interna ao cilindro parabélico 22 = 2y + 4 e acima do
plano z = 0. [resp. 16\/5}

(1) S é o triangulo com vértices A (2,0,0), B(0,3,0) e C(0,0,2). [resp. v/22]

(m) S é a porcao do cone z = \/m interna ao cilindro z? + 32 = 2z e externa a x? + y? = 1.
[resp. mv/2/3 +/6/2]

4.6B Seja S a superficie de um paralelogramo do R? e sejam S, Sy e S3 suas projecdes nos

planos coordenados. Verifique que A (S) = \/A (S1)% + A(S2)* + A (S3)2.

6.4 Uma edificagao é erguidano formato da figura ao lado,
onde a fachada é descrita pela superficie cilindrica xzy = 1.
Usando as aproximacoes: In2 = 0.7 e f0%5 V14 t—4dt = 2.26,

calcule a drea total da edificac@o. [resp. 19.32]

x Fig. 4.3

4.6C Deduza as férmulas para as dreas de um cone e de um cilindro (circular reto) de raio a

e altura h. [resp. wava? + h? e 2rah| .
4.7 Célculo de Integrais de Superficie
4.7A Calcule as seguintes integrais de superficies:
(a) //:vdS’; S:az?+y?=R% —1<2z<1. [resp. (]
S

(b) //z\/:n2 +142dS; S éaporcao da esfera z2 +y2+ 22 = 9, compreendida entre os planos z = 1
S
ez =2 [resp. 277(16f — 5\/3)}

(c) //ﬁ-ﬁdS; S:a?4+y?+22=R2 2>0eF =yj+zk. [resp. 4wR3/3]
S
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(d) //F-ﬁdS; S:a?4+ 2 =R, 2>0,y>0,0<z<aeF =senzi+ayj— coszk. [resp.
S
(1 —cosa) R+ aR3/3]

(e) //Smde; S:a?4+9y? =2z 0<2<1,0<y<1. [resp_ (9\/3—8\/5—1—1)/15]
() // ($2+?/2+Z2) dS; S:a®+y?+ 22 =R2 [resp. 47TR4]
S

(2) // 22dS; S é a porcao do cilindro 2% +4? = 4, compreendida entre os planos z =0 e z = +3.
S
[resp. 607]

(h) // xdS'; S é a porgao do plano x 4+ y + z = 1 no primeiro octante. [resp. \/5/6]
S

(i) // xdS; S é a fronteira da regido delimitada pelo cilindro 2 + 32 = 1 e pelos planos z = 0 e
S
z =x + 2. [resp. 7]

(i) // 22dS; S é a porcdo do plano z = z, interna ao cilindro z2 + 2 = 1. [resp. 71'\/5/4}
S

(k) //xQdS; S:a?+y? =22 1<2z<2 [resp. 15mv/2/4]
S

Q) // (x+y)dS; S éa porcao do plano 2z + 3y + z = 6 no primeiro octante. [resp. 5v/14]
S

Tz
(m) // “2dS; S é a porcao do cilindro x = 3?2, situada no primeiro octante, entre os planos
sY

2=0,z=5y=1ey=4. [resp. 2 (13v65 — V5)]

4.7B Considere o campo F=a2i+ y? f—k 2ke compare os valores das integrais: / / F-figdS
S

e /// div(F)dV, onde S é a esfera 22 + 32 4 22 = a® ¢ Q é a bola do R? 22 + 42 + 22 < a2 (resp.
Q
0).

4.8 Férmulas de Gauss e Stokes. Aplicacoes

4.8 A Com auxilio do Teorema de Stokes calcule j{ F. dr, sendo ¢ o bordo da superficie S :
C
(a) F= y? i+ 22 j’—l— z? E; S é a porc¢ao do plano x+y+ 2z = 1, situada no primeiro octante. [resp.
—1]
(b) F= 3y i— :Ezj—l— yz> E; S ¢ a superficie do paraboléide 2z = x2 4 42, situada abaixo do plano

z = 2. [resp. 207]
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(c) F=2yi+zj+3k; S é¢a parte do paraboléide z = 4 — 22 —¢/2, interior ao cilindro z2 +y2 = 1.
[resp. —27]

d) F=z2i+ a:f—l—ylg; S & o hemisfério z = m [resp. ]

e) F=a22{4+y2j+22k; Séoconez2=22+¢%0<z<1. [resp. O]

4.8B Com auxilio do Teorema de Stokes calcule / Pdx 4+ Qdy + Rdz :
C
(a) /ydx—i—zdy—i—xdz; viz?+y 422 =R% x+y+2=0. [resp. —V3TR?]
gl
(b) /(y+2)dw+($+2)dy+(w+y)d2; v:a®+y® =2y, y==z[resp. 0]
v

(c) / (y2 — z2) dr + (22 — :E2) dy + (x2 — y2) dz; ~ € a curva intersecao da fronteira do cubo
v
0<z<a,0<y<a,0<z<a,complano x +y+ z = 3a/2. [resp. —9a3/2]

(d) /:L‘3d2; v ¢ o bordo da superficie S: z =y +4; 1 < 22 + 132 < 4. [resp. 457/4]
%

(e) /yda:—a:Qdy—l—{Sdz; v é o bordo da superficie S : 7 (u,v) = u i+vj+ (1 — u2) k, u>0, v>
2l
0, u+v < 1. [resp. —5/6]

4.8C Calcule o fluxo do campo F através da superficie S e, quando possivel, use o Teorema

da Divergéncia de Gauss para comprovar o resultado:

a) F =zi+yj+ 2k S éa superficie do sélido limitado pelo hemisfério z = \/a2 — 22 — 12 e
(a) YJ ; p p y
pelo plano z = 0. [resp. 27m3]

(b) F =27 +5j+3k S ¢a porcao do cone z = /2% + 42 interna ao cilindro 22 4 32 = 1.
[resp. — 3]

o) F=uxi— _"; S é a parte do primeiro octante, limitada pelos trés planos coordenados e pela
(c) yJ P p p p D
esfera de equacgao %+ y2 + 22 = R2. [resp. 0]

d) F = Ti+yj+ 2k; S é a fronteira do sélido no primeiro octante limitado pelos planos
( yJ ; p pelos p

x=1, y=2,e3x+2y+z=12. [resp. 51]

4.8D Seja S a superficie descrita por: X (u,v) = ui + vj—i— (2 —u? + v2) E, w2402 <1, e
considere o campo F = yi + (z + ) k. Calcule o fluxo de rot(F) através de S de duas maneiras:

primeiro por um célculo direto e, depois, usando a Férmula de Stokes. [resp. —]
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4.8E Seja P=xi+yj + 2k o vetor posi¢cao do ponto P (z,y,z) e seja r = I7]]. Verifique que

= r . ~
o fluxo do campo F' = — através de uma superficie simples fechada regular S que nao contenha a
r

origem é igual a zero. Qual seria o fluxo do campo F', se a superficie S contivesse a origem no seu

interior? [resp. 4]

4.8F Com a notacao do exercicio precedente e admitindo que ) representa uma regiao com-
pacta do R? delimitada por uma superficie simples fechada e regular S (por exemplo uma esfera),

use o Teorema da Divergéncia de Gauss e verifique a relagao:

([ reonsas = [[] vav

4.8G Use a Férmula de Gauss e estabeleca as seguintes identidades:

/// (vAu+ Vu - Vo) dV = // v—dS
oa Ons
/// (vVAu — ulAv) dV = // v—— ﬁ)alS
o0 8715 07’25 ’
(© val (@) = [ [ cos 77is) ds

4.8H Se cosa, cos § e cos?y representam os co-senos diretores da normal exterior a superficie

S, use o Teorema de Gauss e calcule as seguintes integrais de superficies:

a) // (zycosa +yzcos B+ xzcosy)dS; S éa esfera 2 + 132 + 22 = R2. [resp. 0]
S

//w2y222 (cosa+ cos 3+ cosy)dS; S éa fronteira docubo 0 <z <a, 0<y<a,0<2<

[resp. a%/3]

4.8 Uma curva regular ¢ no plano xz, de equagao cartesiana z = f (x), a < x < b, gira em
torno do eixo z descrevendo uma superficie S. Deduza a Férmula de Pappus: A (S) = 2w Lh, onde

L é o comprimento da curva c e h é a distancia do centréide de ¢ ao eixo de rotagao.

4.8J Em coordenadas cilindricas uma superficie S é descrita pela equacao z = G (r,0), (r,0) €

:// \/1+G$+T%G§ rdrdf.
D

D. Mostre que:
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4.8K Mostre que em coordenadas cilindricas, a equagdo z = G (r), a <r <b,0<6 < 2m,

representa uma superficie de revolucao cuja drea é:

b
A:27T/ V1+ G2 rdr.
a

4.8L Calcule a drea do cone obtido por rotagéo da reta y =3x+2, 0 <z < 3,2 =0, em
torno do eixo . [resp. 39710

4.8M Calcule o momento de inércia da superficie homogénea S em torno do eixo indicado.

FEm cada caso admita que a densidade superficial de massa é p = 1.

(a) S & a por¢ao do cilindro 22 + y? = 2z, que jaz entre as folhas do cone 2% + y? = 2?; Eixo .
[resp. 1024/45]

b) S é a superficie do tetraedro com vértices A (1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) e D(0,0,0); Eixo
y. [resp. (2+V/3)/6]

(c) S ¢ a esfera 2* + y? + 22 = R?; Eixo z. [resp. 8mR*/3]

(d) S ¢ a esfera 2? + y? + 22 = R?; Eixo é areta x =y, z = 0. [resp. 87 R*/3]

4.8N Encontre o centréide de cada superficie .S dada abaixo. Como no exercicio precedente,

admita que a densidade superficial de massa é p = 1.

(a) S é o hemisfério z = y/R? — 22 — y2. [resp. C (0,0, R/2)]
(b) S ¢ a por¢ao da esfera 22 + y? + 22 = 1 que jaz no interior do cone 22 = 22 + y2, 2 > 0. [resp.

(0,0, 22\6)]

(c) S & a porcao do hemisfério 22 + y? + 22 = 4, y > 0, externa ao cilindro z? + y? = 2. [resp.

Ch (0, 252,0)]

4.80 Uma concha esférica homogénea de raio a é cortada pela folha de um cone circular reto
cujo vértice estd no centro da esfera. Se o dngulo do vértice do cone é a, 0 < a < 7, qual o centro

de massa da porgao da concha que jaz no interior do cone? [resp. sobre o eixo do cone, distante
a(l—cosa)

4[1 — cos (a/2)]

do centro da esfera]

4.8P Calcule o potencial eletrostatico ¢ (x,y, z) no ponto A (0,0, z) devido a uma distribuigao

uniforme de carga elétrica, com densidade p, no disco 2% + 32 < a?. Qual o campo elétrico E no
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. 1 .
onto A? [resp. ¢ = 27 <\/a2+z2— z>;E:—V 2 z( >k
p [resp. ¢ = 2mp E p=2mpi\ T ]

4.8Q No exercicio precedente qual seria o potencial eletrostédtico e o campo elétrico no ponto

A, se a densidade no ponto (z,y) do disco fosse p (z,y) = /22 4+ y?? Use os resultados:

= ln‘r+ Vr? —i—z?‘; /\/T2 + 22dr = SVr2 + 22 + éln‘

r2 + 22|,

/ dr

ET 2

e encontre as seguintes expressoes para o potencial e o campo elétrico:
a

w=ﬂ%[1+mmf—m<j+ Luwaﬁ}

z

a —

E=2r2 [m (: /14 (a/z)2> — 21+ (a/z)2] p

4.8R Calcule o campo eletrostético na origem devido a uma distribuicao uniforme de carga
Vv R2 + a? — R E]
VR? 4 a?

4.8S Qual o potencial eletrostdtico no ponto (0,0, z), devido a uma distribui¢do uniforme de

carga sobre o hemisfério z = \/R? — 22 — y27 [resp. @(\/ R2+ 22— R+ 2)]

sobre o cilindro 22 + y? = R?, 0 < z < a. [resp. E= 2mp

4.8T Considere uma distribui¢ao uniforme de carga elétrica sobre uma esfera S de raio a.

Mostre que o campo elétrico num ponto do eixo z interior a S é zero. Qual o campo elétrico nos

. i a 4ra’p -
pontos do eixo z exteriores a esfera S 7 [resp. E(0,0,z) = 5 P L. Note que o fendmeno ocorre
z

como se toda carga estivesse concentrada no centro da esfera]

4.8U Mostre que ffS (x2 + y2) (z Z—i—yf) -17dS = 41,, onde I, representa o momento de inércia,

com relagao ao eixo z, do sélido com densidade de massa p = 1, delimitado por S.

4.8V Seja S a porcio do cilindro 2 + y? = 2ax, a > 0, 0 < z < 1, que jaz entre os planos
x=2aex=> 0<b< 2a. Admita a densidade constante p, e calcule: (a) a massa de S; e (b) o

momento de inércia I, de S. [resp. (a) 2apg arcsen(1v/2ab — b2); (b) 4a®py(a + v2ab — b?).]

4.8W Dada uma superficie S de equagao cartesiana ¢ (x,y,2) = 0, (y,z) € D, ¢ de classe

C1, com ¢, # 0, mostre que:

a) [[sf(x,y,2)dS = [[\/¥2 + 0} + ¢ Wdydz;

||

ffSF s dS = ffD V) (p—dydz

"
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