Capitulo 6

Equacoes Diferenciais

6.1 Definicoes Basicas

Equacao diferencial é uma equac¢ao onde aparecem uma funcao e suas derivadas. Por exemplo,
f'(x) + f(x) = cos(x) e y" — 4y’ + 5y + 3 = x> + 3x sdo exemplos de equacdes diferenciais.

Uma solucdo (exata) para uma equacao diferencial é uma fungdo que torna a equag¢ao uma
sentenca verdadeira para quaisquer valores das varidveis quando a funcao é substituida na equacao.
Por exemplo, y = e3> é uma solucdo da equacdo y' — 3y = 0 porque, ao substituirmos y na
equacao, obtemos 0 = 0 apds a simplificacao.

Uma equacao diferencial é denominada ordindria se a funcao envolvida possuir apenas uma
varidvel. Se a funcao tiver vdrias varidveis, entao a equacao chama-se parcial.

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada mais alta que aparecer na equacao.
Por exemplo, y" — y"” + By = x° + 2x — 1 é uma equac3o diferencial ordindria de terceira ordem.

Um problema de valor inicial (PVI) é uma equacgdo diferencial com mais algumas condi¢cdes
iniciais do tipo yg = y(xg), y1 = ¥'(x0), etc. A quantidade de condi¢Ges iniciais fornecidas depende
da ordem da equacao.

Em geral, a determinacao da solucao exata de uma equacao diferencial envolve o cdlculo de
uma ou varias primitivas. Por isso, na maioria dos casos, o calculo da solucao exata é dificil ou
impossivel de ser realizado utilizando-se apenas as conhecidas funcoes elementares (trigonométricas,
logaritmicas, hiperbdlicas, polinomiais, etc.). Até mesmo equagOes de aparéncia muito simples
podem ser impossiveis de se resolver de forma exata. Por exemplo, ninguém consegue determinar
a solucdo exata de y’ = x? + y? usando sé as funcdes elementares conhecidas — note que é até
dificil imaginar um problema de aparéncia tao simples!

A resolucao de equacoes diferenciais é um problema importantissimo porque possui aplicagoes a
diversas dreas do conhecimento tais como Matematica Aplicada, Fisica, Engenharia e Computacao
Grafica.

Devido a impossibilidade de se determinar a solucao exata na maioria dos casos, desenvolveram-
se técnicas de determinacao de solucdao numérica aproximada da equacao.

A resolucdao numérica aproximada nao envolve calculo de primitivas. Envolve apenas uma
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sequéncia de passos onde s3o usados operacoes aritméticas bdsicas e calculo de valores de funcoes.
Neste caso, nao se determina uma funcao, mas uma tabela de valores de pontos que devem estar
muito préximos do grafico da funcao que seria a solucao da equacao.

Neste capitulo, estudaremos apenas um Unico tipo de PVI: y' = f(x,y), y(x) = Yo.

T

Solugdo exata: y = f{x) | Solugdo aproximada: ¥ =Jix,)
(tabela)

Uma solugdo exata de um PVI do tipo y' = f(x,y), ¥ = ¥(x) é uma fungdo derivavel cujo
grafico passa pelo ponto (xg, yo). Uma solugdo aproximada é uma tabela de valores que inicia com
(X0, Yo), proximos do grafico da fungdo que seria a solugdo da equagdo.

6.2 Método de Euler

O método mais simples para se encontrar pontos (x,, ¥,) proximos do grafico da solugdo do PVI
y' ' =1f(x,y), y(x0) = vo € o método de Euler, elaborado pelo famoso matematico suico Leonhard
Euler (1707-1783).

SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK
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A obtencao da férmula que define esse método é bem simples e consiste apenas em utilizar a
definicdo de derivada da fungdo y(x) no ponto em que x = x, :

Y(Xn+h) _y(Xn)
h .

, .
Xp) = lim

y' () h—0

Portanto, se h for préximo de 0, temos a aproximacao

Ny(Xn+h)_y(Xn)
h )

y'(xn)
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de onde podemos isolar y(x, + h) como sendo:
y (% + h) = hy'(x,) + y(xa).

Lembrando que a equagao em estudo é y' = f(x, y), temos que a aproximagao citada anteriormente
€ 0 mesmo que

4+ h) ~ hf(x,, v, Y.
y(Xn + h) (Xn, Yn) + y(Xn)

Xn+1 Yn

Observando a aproximacao anterior, definimos: X, 1 = X, + h, Yo = y(Xn) € Yar1 = Yo+ hf(Xn, ¥a).

Dessa forma, a aplicacao do método de Euler para o citado PVI, consiste em, a partir do ponto
inicial (xo, Yo) dado, ir calculando varios pontos (x,, y,), utilizando as férmulas x,,1 = x, + h e
Vos1 = Yo + hf (Xa, ¥n).

Exemplo 6.1 Considerando y(x) como sendo a solucdo do problema de valor inicial y' = y+2x — x>
y(0) =1, calcule y(0,5) usando o método de Euler com h =0, 1.

Solucao:

e S3o dados que xp =0, yo =1, h=0,1e f(x,y) = y + 2x — x2. Lembre-se de que neste
capitulo todas as equagdes resolvidas sdo do tipo f(x,y) =y’

e Usando a férmula x,,.1 = x,+hcomn=20,1,2,--- obtemos que x; = xo+h=0+0,1=0, 1,
X =x1+h=01401=02 x3=x%+h=02+01=0,3 xxs=x3+h=20,4¢

Xs = X4 + h = 0,5. Paramos em x5 porque no enunciado da questao é perguntado pelo valor
de y(0,5) = y(xs).

e Calculamos agora y1, o, ¥3, Y4 € ¥s usando varias vezes a formula y,.1 = y, + hf(x,, ¥,) com
n=0,1,2,...

o i =yo+hf(xo,y0)=1+0,1-7F(0, 1)=1+0,1-(14+2-0-0%) =1,100

oy, =y +hf(x, 1) =1,140,1-7(0,1, 1,1)=1,1+0,1-(1,1+2-0,1-0,1%) = 1,229
o 5=y +hf(x, y») =1,22940,1-f(0,2, 1,229) = 1,388

® y,=ys+hf(xs,y3) =1,388+0,1-7(0,3, 1,388) = 1,578

® ys =ys+ hf(xs,ys) =1,5784+0,1-7(0,4, 1,578) = 1,799

Concluimos assim que y(0,5) é aproximadamente igual a 1, 799.
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Observacoes:

e Note que obtivemos cinco pontos (xk, yx) com k = 1,2,3,4,5, préximos do grafico da solugao
da equacao.

e O valor de h deve ser escolhido proximo de 0. Quanto mais préximo de 0, melhor sera
a precisao dos valores obtidos. No entanto, quanto menor o h, maior o tempo gasto na
resolucao.

Por uma questao meramente organizacional, os dados obtidos podem ser dispostos em forma
de tabela:

(n] x| vo [FGy0) ]
0,0 ] 1,000 | 1,000
011,100 | 1,290
021,229 1,589
0,3]1,388 | 1,898
04| 1,578 | 2218

0,511,799 —

Ol B WIN O

A utilidade dos valores da coluna f(x,, y,) é sé na hora de calcular a linha seguinte. Por isso, a
dltima linha e dltima coluna pode ficar em branco.

Observacao:

e O problema deste exemplo é muito simples e, por causa disso, sua solucdo exata pode ser
calculada usando-se uma técnica conveniente: y(x) = x2 + e*.

e Usando essa funcao, podemos calcular os pontos que realmente estao sobre o grafico da
solugdo: (x,,¥(x,)) com n = 1,2,3,4,5 e a distdncia entre cada um desses pontos e os
(Xn, ¥n) da tabela fornecem os erros nos calculos de cada ponto.

e Por exemplo, para o ponto aproximado (xs, y5) = (0,5, 1,799), temos o ponto (xs, y(x5)) =
(0,5, 1,899) sobre o grafico de y(x). O erro cometido € igual a distancia entre esses pontos
que é £ =|1,799 — 1,899| = 0, 100.

6.3 Meétodo de Runge-Kutta

O método mais famoso para resolucao numérica de equacodes diferenciais foi elaborado pelos
matematicos alemaes Carl David Runge (1856-1927) e Martin Wilhelm Kutta (1867-1944).
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O método elaborado por essa dupla no inicio do século XX é um método simples e bastante eficiente.
O método de Euler para resolugdo do PVI y' = f(x,y),y(x0) = yo consiste na aplicagao das
formulas X, 1 = Xo + h, Yny1 = Yo+ ki, paran=20,1,2,---, onde ky = hf(x,,y,) € h é proximo de
0. O método de Runge-Kutta é um aperfeicoamento do método de Euler e consiste em somar ao
V¥, Nao apenas um valor de ki, mas uma média de varios valores de ky, ko, k3, - - -
N3ao vamos apresentar aqui uma demonstracao completa do método. Os casos mais simples
podem ser encontrados demonstrados em livros como a referéncia bibliografica [7].

6.3.1 Método de Runge-Kutta de 2? ordem (RK2)

Dados h > 0 préximo de 0 e um PVI y' = f(x,y), y(x0) = v, calculam-se paran=20,1,2,---
0s seguintes valores:
Xps1 = Xn+ h
ki + ko
2

Yn+1 = Yn +

onde ki = h (xn, va) € ko = hf (xo + 2,y + ).
Para cada valor inteiro de n, a partir de n = 0, calculam-se:

Xnt1 — K1 — Ko = Ynt1

Repete-se essa sequéncia de calculos varias vezes, até chegar no valor de y, desejado.

6.3.2 Método de Runge-Kutta de 3? ordem (RK3)

Dados h > 0 proximo de 0 e um PVI y' = f(x,y), y(x0) = yo, calculam-se para n=20,1,2,---
0s seguintes valores:
Xpt1 = Xn+ h
ki + 4ko + ks
6
onde ki = hf (Xp, ¥n), ko = hf (X + &,y + %) € ks = hf (xo + h, ¥ — ki — 2ko).

Yot1 =VYa +
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Para cada valor inteiro de n, a partir de n = 0, calculam-se:
Xpy1 = Ki — ko = K3 — Vi1

Repete-se essa sequéncia de calculos varias vezes, até chegar no valor de y, desejado.

6.3.3 Método de Runge-Kutta de 4° ordem (RK4)

Dados h > 0 préximo de 0 e um PVI y' = f(x,y), y(x) = yo, calculam-se para n=0,1,2, ...
0s seguintes valores:
Xnt1 = Xp + h
ki + 2ko + 2ks + kq
6
onde ky = hf(xn, ¥n), ko = hf (o + 5, yn+ %), ks = hf (xa + 5. ya + %) € ks = hf (xo + h, yn + k3).
Para cada valor inteiro de n, a partir de n = 0, calculam-se:

Ynt1 = Yn +

Xpp1 —> ki = ko = k3 = ks = Va1
Repete-se essa sequéncia de calculos varias vezes, até chegar no valor de y, desejado.

Exemplo 6.2 Seja y(x) a solucdo do PVI yy' + 2x — y? = O,y(%) = /2. Usando o método de
Runge-Kutta de 47 ordem com h =0, 1, calcule y(1).

Solucdo: Na equagdo dada, isolamos o valor de y’ e obtemos f(x, y):
2X
y=y—-—="1Ff(xy)
y

A partirde xo =2 =0,5 € yp = v2 = 1,4142136 dados, calculamos x1, ki, ko, k3, ka € 1
e x;=x0+h=0,540,1=0,6

o ky=h-f(x0, ) =0,1-7(0,5, 1,4142136) = 0,1-0,7071068 = 0, 0707107
o ko=h-f(xo+ 2 yo+%)=0,1-06907226 = 0,0690723
o ks=h- f(xo+ 2 yo+%2)=0,1-0, 6894743 = 0,0689474
o ky=h-f(xo+h yo+k)=0,1-0,6740782 = 0,0067408

o y1 =y + Mttt — 1 4142136 + 0,0690263 = 1, 4832399

A partir desses resultados, calculamos x», ki, ko, k3, ks € y». Depois, calculamos xz, k1, ko, k3, ks,
ys3, etc. Prosseguimos até obtermos x5 = 1 e 0 seu respectivo ys. Paramos ai porque no enunciado
€ perguntado qual é o valor de y(1) = y(xs).

Organizamos todos os calculos realizados em formato de tabela, mostrada a seguir.
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ES

ki

ko

ks

Ka

|

Yn

|

0,5

0,0707107

0,0690723

0,0689474

0,0674078

1,4142136

0,6

0,0674200

0,0659967

0,0658853

0,0645389

1,4832399

0,7

0,0645498

0,0631983

0,0631982

0,0620077

1,5491938

0,8

0,0620174

0,0609058

0,0608153

0,0597528

1,6124522

AIWIN|RO| S

0,9

0,0597616

0,0587656

0,0586831

0,0577272

1,6733209

5

1,0

1,7320519

Portanto, y(1) ~ 1,7320519. N3o ha necessidade de calcular os valores de ki, ko, k3 € k4 da Ultima
linha porque esses valores sé teriam utilidade se a tabela fosse continuar, calculando-se o ys.

Observacao:

Neste caso, usando-se uma técnica adequada de resolucdao de equacoes diferenciais, é possivel
encontrar a solucdo exata y(x) = v/2x + 1 do PVI dado
2X 1
/
=y - —, —)=V2.
V=y=3 ¥3) V2
Logo, o valor exato de y(1) é v/3 = 1,7320508. Dai, o erro da aproximacio encontrada é
€= |ys — \/§| = 1,1-107°. Isso mostra que o método RK4, como sempre, forneceu um valor
bastante preciso.

6.4 Exercicios Propostos

(P47) Usando o método de Euler com h =0, 2, determine y(2,2) sabendo que y(x) é solu¢do do

PVI: X
STY =y+3 y(1.2)=1
Resp.: 26,8697

(P48) Usando o método de Runge-Kutta de 27 ordem com h = 0, 1, determine y(1, 3) para o PVI

oo Y1) =235

=y —x-
Resp.: 6,902

(P49) Usando o método de Runge-Kutta de 37 ordem com h = 0, 15, determine y(1, 3) para o
PVI

.
2y =5y — x* + —

(1) =48
= y(1)

Resp.: 5,4591
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(P50) a) Usando o método de Runge-Kutta de 3? ordem com h = 0, 2 calcule y(1) sabendo que
y(x) é solugdo de
2x+yy' =y% y(0)=1

b) Sabendo que a solugdo exata do PVI do item (a) é y = v/2x + 1, calcule o erro absoluto
cometido na aproximagdo de y(1). Resp.: y(1)=1,3863, & =0,3456

(P51) Considerando o PVI
y' =5y =3x>-10, y(3) =1

e usando o método de Runge-Kutta de 47 ordem com h = 1/4, calcule y(4). Resp.: 730, 8669



Capitulo 7

Método dos Minimos Quadrados

7.1 Introducao

Dado um conjunto de pontos do plano A, B, C, D, ... neste capitulo estamos interessados em
encontrar a equagdo de uma curva y = f(x) cujo grafico passe o mais préximo possivel de todos
esses pontos. Neste caso, dizemos que a curva se ajusta aos pontos dados. Por exemplo, se os
pontos dados forem “quase colineares”, podemos querer encontrar a equacao dareta y = ax + b
que passa perto deles.

Caso 1: reta

Mas, nem sempre os pontos dados podem ser “quase colineares”. As vezes, eles podem sugerir
outros formatos como o de curvas exponenciais, parabolas, hipérboles, sendides, etc. Por exemplos,
os pontos A, B, C, ... da figura a sequir, sugerem um formato de curva exponencial y = be?~.

68
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Caso 2: curva exponencial

Normalmente, os pontos A, B, C,... sao dados em forma de tabela. As fontes desses dados
podem ser as mais diversificadas:

e Podem ser provenientes de experiéncias realizadas em um laboratério de Fisica (por exemplo,
medicao de velocidade em fun¢do do tempo v = vy + at);

e Podem ser provenientes de experiéncias realizadas em um laboratério de Quimica;

e Podem ser dados referentes ao crescimento da populacdo de uma cidade (crescimento expo-
nencial);

e Podem ser dados referentes ao crescimento do nimero de computadores conectados a Internet
(crescimento exponencial);

e ctc.

A utilidade de uma equagao y = f(x) relacionada aos dados é que se pode, a partir dela, fazer
previsoes de novos valores que ndo sao fornecidos diretamente.

7.2 Desvio de um ponto com relacao a uma curva

Dada a equagdo de uma curva y = f(x) e um ponto do plano P = (x;, y;), definimos o desvio
de P com relacao ao grafico de f(x) como sendo

di=y— f(X/)

O d; assim definido sera positivo se y; > f(x;), serd negativo se y; < f(x;) e serd nulo se P
pertencer ao grafico. O mdédulo de d; corresponde a distancia na direcao vertical do ponto ao
grafico da funcao.



70 CAPITULO 7. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

7.3 Desvio total

Vamos definir agora uma funcao D que permita medir o quanto um conjunto de pontos esteja

se afastando de uma curva cuja equacao é dada.

Dados n pontos (x;, y;), definimos o desvio total D desses pontos com relacdao ao grafico de
y = f(x) como sendo a soma dos quadrados de todos os desvios d; calculados em cada ponto:

D= d®=d+di+---+d.

i=1

Observacao:

Se nao tivessem sido usados os quadrados na definicao de desvio total, alguns desvios negativos

poderiam cancelar os desvios positivos no calculo do somatério. Por causa disso, correriamos o
risco de ter um desvio total nulo com pontos acima e pontos abaixo do grafico da funcao — o que
poderia levar a interpretacao equivocada de que os pontos pertenceriam ao grafico.

Exemplo 7.1 Calcule o desvio total dos pontos

x| 10| 20]25]38]60
vi|-1.0l05]21[45]88

com relagdo a reta de equacdoy = f (x) = 2x - 3.
Os desvios em cada ponto sao dados por:
o di =y —f(x)=-1-f(1)=-1-(-1)=0,
o dhb=y,—f(x)=05-f(2)=05-1=-0,5,
e d=y;—f(x3)=2,1-1(2,5)=2,1-2=0,1,
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o di=y,—f(x4)=45-1(38)=45-4,6=-0,1,
o ds=ys — f(x5) =88—f(6)=8,8—-9=-0,2.
O desvio total é dado por
D=d?+d?+d?+d;+d?=0+0,25+0,01+0,01+0,04=0,31.

Como o desvio total é préximo de 0, concluimos que a reta dada passa perto dos pontos dados.

7.4 Caso linear

Dados n pontos (X;, y;), vamos determinar a e b de tal forma que a reta y = f(x) = ax + b se
aproxime do conjunto de pontos o maximo possivel.
Neste caso, o desvio total desses pontos com relagdo a f(x) é

D= Z d? = Z(y, — f(x))? = Z(y,- — ax; — b)?

o0 que mostra que D depende de a e de b.

Para a reta ser proxima dos pontos dados, o desvio total D deve ser minimo. Como D depende

de a e b, entdo as derivadas %—2 e %—g devem ser nulas:

%—S = 2[2(% —ax; — b)(=x;)] =0

20 3 M2y~ ax — D)(-1)] = 0

As duas igualdades anteriores sao equivalentes a

2) “(ax? 4 bx; — xiyi) =0

i=1

n
QZ(axﬁ— b—y)=0
i=1
Dividindo por 2 e separando cada somatoério em somatoérios menores, obtemos

aZXi2+bZXi_ZXiyi:O
aZX/—FZb—Zy/:O
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n
Usamos > significando o mesmo que Z
i=1
Como >  b=b+ b+ + b= nb, temos que a e b sdo calculados resolvendo-se o sistema linear
————

n parcelas

ay x2+bXxyi = Y. xVi
aEx,-—Fnb = Zy,-

Resolvendo-se o sistema linear anterior, determinamos os valores de a e b:

5= Y XYi— DX, Yi
ny o xt—(Cox)?

h— YoVi—ay X

n

Assim, dados n pontos (x;, y;), para encontrar a reta y = ax + b que mais se aproxima deles,
procedemos da seguinte forma:

e Calculamos os quatro somatdrios Y. x;, Y. vi, D x? € > Xy
e Usamos as férmulas acima e calculamos os coeficientes a e b da reta.

Este procedimento é denominado método dos minimos quadrados.*

Observacao:

O somatdrio > x? ndo deve ser confundido com (3~ x;)?, nem > x;y; com > x> yi.

Exemplo 7.2 Determine a reta y = ax + b que mais se aproxima dos pontos

x| 1,0|15]20]25]|30
vi|24]41]48[60]68

segundo o método dos minimos quadrados.

Solugdo: S3o 5 os pontos (x;, y;) dados na tabela. Logo, n = 5. Calculando os quatro somatérios
que aparecem nas férmulas anteriores:

> x=10+15+20+25+30=10,0
e > x*=102+1,5+4202+252+3,02=225

>y, =24+41+48+60+6_8=24,1

*conhecido na Estatistica pelo nome de regressdo linear



7.5. REDUCAO AO CASO LINEAR 73

> xyi=10-24+15-41+2,0-48+2,5-6,0+3,0-6,8=53,55

Finalmente, obtemos

Ny Xyi—> X,y 5-53,55-10,0-24,1

_ _ — 214
T TS (X))’ 5.22.5_ (10,0)? !

o . 24,1-2.14-10,0
p— Y nazx - : — 0,54,

Dessa forma, a reta que mais se aproxima dos cinco pontos dados é

y =2, 14x + 0, 54.

Abaixo, temos o grafico da reta encontrada, com todos os pontos dados.

Se calcularmos o desvio total dos pontos dados com relacdo a reta, obtemos D = 0, 239.

7.5 Reducao ao caso linear

As formulas que fornecem os coeficientes da reta dos minimos quadrados pode ser aplicadas
a diversos tipos de outras funcoes, se for feita antes mudancas de varidveis para transformar as
diversas equacoes na equacao de uma reta. Algumas dessas funcdes sao:

e y = be? (fungdo exponencial de base e)
e y = ba* (funcao exponencial com base qualquer)
e y = bx? (funcdo potencial)

e y = ax? + b (funcdo quadrética)
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_ 1 = -
e y = 53 (fungdo racional)

e y =+/ax + b (fungdo irracional)

® ¥y = 1= (funcdo de crescimento logistico)

Exemplo 7.3 Determine a curva y = be® que mais se aproxima dos pontos

x|los|10]15]17]|23
vi|25]33]43]48]62

segundo o método dos minimos quadrados.

Solucao: Devemos fazer uma tentativa de mudar as varidveis para transformar a equacao dada na
equacao de uma reta. Se conseguirmos, usamos féormulas anteriores para calcularmos os valores
de a e b.

Em toda equacao que apareca alguma exponencial, pode ser uma boa idéia aplicar logaritmos
aos dois membros da equagdo para ver o que acontece: y = be®™ = Iny = In(be®™) = Iny =
Inb+In(e™) =Iny = Inb-l—ax&/g:> Iny = ax+Inb.

Na equacao obtida, Iny = ax 41— In b, fazemos as seguintes mudancas de varidveis Y = Iny e
B = Inb e, com isso, obtemos: Y = ax + B que é a equacao de uma reta nas novas variaveis,
conforme queriamos.

A varidvel y estd associada aos dados y; da tabela. Logo, se mudamos o y para Y =Iny, os y;
também devem acompanhar essa mudanca, ou seja, devemos aplicar logaritmos a eles. Obtemos
dessa forma uma nova tabela, construida a partir da tabela dada:

x| o5 | 10 | 15 | 1,7 | 23
Y; || 0,9163 | 1,1939 | 1,4586 | 1,5686 | 1,8245

Observe que nenhuma modificacao foi feita nos valores de x; porque nao hd mudanca de varidvel
envolvendo o x.

Os dados da tabela anterior estao associados a equacao da reta Y = ax + B. Logo, podemos
calcular os coeficientes a e B através de féormulas ja vistas anteriormente. Para isso, precisamos
calcular os quatro seguintes somatorios:

> x=05+10+15+17+23=7,0

e > x?=0,52+1,02+1,52+1,7>+2,32=11,68

e > xY,=0,5-09163+1,0-1,1939+1,5-1,4586+1,7-1,5686+2,3-1,8245 = 10, 7031
e > Y, =0,9163+1,1939 + 1,4586 + 1,5686 + 1, 8245 = 6, 9620

A partir dai, podemos calcular a e B usando as conhecidas férmulas:
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_ > xYi—> x> Y __ 5.10,7031-7,0-6,9620 __
® A= TS T 51L68-7.00 0,5087

° B — ZY’VinaZX’v = 6’9620_%'5087.7'0 = O, 6803

Como B = Inb, temos que b = ef = 06803 — 1 9744,
Como a = 0,5087 e b = 1,9744, temos que a curva exponencial que mais se aproxima dos
pontos da tabela dada é:

y = f(x) = 1,9744¢%°097

Observacao:

Calculando o desvio total D = > (y; — f(x;))? com os pontos dados inicialmente e a funcdo
f(x) calculada, obtemos D = 0, 0453, que, sendo préximo de O, comprova que a curva exponencial
obtida realmente passa bem perto de todos pontos dados.

Exemplo 7.4 Determine a curva y = bx? que mais se aproxima dos pontos

x| 05]10]|40]80
vi|20]30]65]80

segundo o método dos minimos quadrados.

Solucao: Devemos tentar obter a equacao de uma reta a partir de uma mudanca de varidveis da
equacao dada. Para isso, aplicamos logaritmos aos dois membros da equacao: y = bx? = Iny =
a p— a p— p— A 3
In(bx?) = Iny =Inb+1In(x?) = Iny = Inb +alnx =Y = aX + B que é uma equagdo de reta
% B X
nas variaveis X e Y,onde X =Inx, Y =Iny e B=Inb.

Como as mudancas de varidveis envolvem tanto o x, quanto o y, devemos aplicar essas mesmas
transformacdes nos x; e nos y; da tabela dada, ou seja, devemos construir uma nova tabela aplicando
logaritmo natural a todos os dados iniciais:

Xi =Inx; | -0,6931 | 0,0000 | 1,3863 | 2,0794
Yi=1Iny || 06931 | 1,0086 | 1,8718 | 2,0794

Como essa nova tabela esta relacionada com a equacao da reta Y = aX + B, podemos calcular os
valores de a e B usando as férmulas ja conhecidas:

en=4, Y X;=2,773, SV, =5,7430, S X2=6,7263, 3 X,Y; = 6,4385

— XY XidlYi
* =Tk — 0ot

o B=2Y"22X% — 1 0812
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Obtivemos assim que B = 1,0812 e, como B = Inb = b = ef, temos que b = el%812 =

2,9481. Portanto, a curva procurada neste caso é

y = 2,9481x%°115,

O grafico da curva encontrada estd construido logo a seguir, acompanhado dos 4 pontos dados
inicialmente.

Exemplo 7.5 Usando o método dos minimos quadrados, determine a equacdo y = f(x) de uma
curva que mais se aproxime dos pontos da tabela:

x| 1.4 ]16|20]27]55]80
vi|l100]65]40]25|05]02

Solucao: Este problema admite uma infinidade de solucdes diferentes porque existem infinitos tipos
de curvas que se aproximam de um conjunto de pontos dado. Para resolvé-lo, devemos escolher
um tipo particular de curva. Para nos orientarmos nessa escolha, podemos, por exemplo, ver que
tipo de curva esta sendo sugerido pela disposicao dos pontos no plano.
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Os pontos da tabela parecem estar perto de um ramo de hipérbole y =
das possiveis solucoes, vamos determinar a e b tais que a curva y =
possivel dos pontos dados.
A primeira coisa a se fazer é descobrir se é possivel transformar essa equacao na equacao de
uma reta, através de uma mudanca de varidvel.
Neste caso, isso é possivel porque basta inverter os dois membros da equacao para obtermos:
= ax+ b. Fazendo Y = 1/y, obtemos Y = ax + b que é uma reta nas varidveis x e Y. Aplicando

1 ~
Pl Ent3o, ;omo qma
passa 0 mais préoximo

ax+b

|

gssa transformacao nos pontos da tabela dada, obtemos:
x || 14 | 16 | 20 | 27 | 55 | 80
Y= \ 0,1000 \ 0,1538 \ 0,2500 \ 0,4000 \ 2,0000 \ 5,0000

Usando que n = 6 e os pontos (x;,Y;) da tabela acima, calculamos os seguintes somatérios:
Sox;=21,2, > x> =110,06, > Y;=7,9038, > xY;=52,9662.
Substituindo cada um dos somatdrios anteriores nas féormulas

4 ny xYi—> x> Y
oy = (2 x)?

b Y Yi—ay x

n

obtemos: a=10,7123 e b= —1,1994.
Portanto, a equacao da hipérbole procurada é

1
T 0 7123x —1,1994°

y
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7.6 Exercicios Propostos

(P52) Usando o método dos minimos quadrados, determine a reta y = ax+ b que melhor se ajusta
aos pontos da tabela

3,50 | 4,00
4,00 | 5,15

x || 1,00 | 1,50 | 2,00
yi|[1,00] 1,70 | 2,50

Resp.: y =1,310714x — 0, 255357

N
o1
o
Pw
o
S

(P53) Determine uma fungao f(x) = be®™ que melhor se ajusta aos pontos da tabela

X || 1,00 | 1,50 | 2,00 | 2,50 | 3,00 | 3,50 | 4,00
vi|[2,00]3,70|4,50]5,00780]550 8,00

Resp.: y = 1,790153 0:392982x

10
ax2+b

(P54) a) Determine uma fungdo y = f(x) = que melhor se ajusta aos pontos da tabela

x; || 4,00 | 3,00 | 2,00 | 1,00 | 0,50
yi || 0,75] 1,70 [ 2,50 | 3,00 | 5,20

b) Calcule o desvio total (isto é, a soma dos quadrados dos desvios ou residuos de cada ponto)
dos pontos dados com relacdo ao grafico de f(x).

oP- Y = 57 665492x2 + 1, 668191 909843

(P55) Determine a equacgdo da hipérbole H da forma y = a+ ’;’ que melhor se ajusta aos pontos
da tabela

x| 1]2]3]4

vil[12][7]5]2
e calcule os desvios d; de cada ponto da tabela com relacao a H.

12, 184615
Resp.: y = 0,153846 + —~———, (d;) = (-0,338, 0,753, 0,784, —1,200)

. - b _
(P56) Determine a equagao de uma curva y = e que melhor se ajusta aos pontos

x| 5] 4| 3] 21
yi [ 0,05]0,12]0,25[0,90 | 7,00

e calcule os desvios d; de cada ponto da tabela com relacdo a essa curva.

7,155142
Resp.: ¥ = ~Sosmers+ (d) = (~0004, 0,0125, ~0,0067, 0,0233, —0, 1551)

(P57) Consideremos y = ax + b a reta que mais se aproxima dos n pontos (xi, y1), ..., (Xn, Yn)
segundo o método dos minimos quadrados. Mostre que essa reta passa pelo ponto (X, ¥) onde X
€ a média aritmética dos x; e ¥ € a média aritmética dos y;, com i € {1, ..., n}.
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