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Prefacio

Este texto corresponde as notas de aula resumidas da disciplina “Calculo Numérico” que vem
sendo ministrada por mim na Universidade Federal da Paraiba desde agosto de 2002.

“Calculo Numérico”, também conhecido como “Métodos Numéricos” ou “Matematica Compu-
tacional”, faz parte do curriculo minimo obrigatdério das engenharias e cursos de Matematica, Fisica.
Estatistica e Computacao, sendo fundamental em aplicacdes da Matematica. Os pré-requisitos sao
conhecimentos bdsicos de Calculo Diferencial e Integral e noces de programacao.

Este texto foi elaborado usando-se exclusivamente programas livres e gratuitos que podem ser
facilmente encontrados a disposicao na Internet:

e Latex: um programa que produz textos com férmulas matematicas de altissima qualidade
grafica. Apesar de ser destinado principalmente a textos matematicos, pode ser utilizado
também em férmulas de Quimica Organica, partituras musicais, partidas de xadrez, textos
em outros idiomas como chinés, japonés, arabe, hebraico, russo, grego, entre outros. Pode ser
copiado gratuitamente a partir de www.miktex.org . Apresentacdes (no estilo PowerPoint)
também podem ser construidas com ele.

e Maxima: usado em todos os calculos. E um programa de Computacao Algébrica semelhante
aos poderosos Maple ou Mathematica. Em desenvolvimento desde 1969, pode ser copiado de
maxima.sourceforge.net e ser usado também como linguagem de programacgao. Todos
0s exemplos e exercicios foram programados nessa linguagem.

e GeoGebra: programa de Geometria Dinamica que pode ser copiado de www.geogebra.org
Todos os graficos foram produzidos pelo Maxima ou pelo GeoGebra ( = Geometria+Algebra).

As imagens com fotos ou desenhos de matematicos famosos foram copiadas de “The Mac Tutor
History of Mathematics Archive” ( www.gap-system.org/~history ) e alguns selos de “Images
of Mathematicians on Postage Stamps” ( jeff560.tripod.com )

Jodo Pessoa, 30 de setembro de 2011
Lenimar Nunes de Andrade



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, definimos alguns conceitos que serao utilizados nos capitulos seguintes.

1.1 Erros absolutos

Definicao 1.1 Consideremos x’ uma aproximacdo para um valor x considerado exato. O erro
absoluto da aproximacdo de x por x', denotado por A, € a distancia entre esses valores, ou seja,

Ay = |x — X].
O erro relativo dessa aproximacao, denotado por d,, € definido por

B |x — x|
x|

Ox

Exemplo 1.1 Sejam a’ = 10 e b’ = 1000 aproximacdes de a = 10,154 e b = 1000, 154, respecti-
vamente. Entdo, os erros absolutos e relativos dessas aproximacoes sao:

o A,=l|a—4|=]10154 — 10| = 0, 154

'|

=l _ 0154 _ ) 01516 = 1,516%

®0,= B 10,154

o A, =|b—b/| = 1000, 154 — 1000| = 0, 154

o 0, =550 = Q1% — 0,0001539 = 0,01539%

Note que apesar dos erros absolutos serem iguais, os erros relativos sao bem diferentes um do
outro. Os erros relativos costumam ser expressos em forma de porcentagens.

Exemplo 1.2 Uma sala de formato retangular foi medida e foram obtidos 8 m e 12 m como sendo
sua largura e seu comprimento, respectivamente. Sabendo que o erro cometido em cada uma
dessas medicoes € no maximo 2 cm, determine o erro maximo cometido no calculo de sua drea.

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO
Denotemos por
e 2': largura aproximada (obtida pela medi¢cdo)

e b': comprimento aproximado (obtido pela medigdo)

a: largura exata da sala

e b: comprimento exato da sala
e A’: area aproximada da sala

e A: drea exata

S3o dados @ = 8m e b = 12m. Portanto, A = a'b' = 8- 12 = 96m?. Por hipétese, A, =
la—a| < 2cme Ay, = |b—b| < 2cm, ou seja, |a—8] < 0,02m e |b— 12| < 0,02m que
equivalem a —0,02 < a—-8<0,02e —-0,02<bHb—-12<0,02=8-0,02<a<8+0,02¢
12—-0,02<bhb<1240,02=7,98<a<8,02e11,98 < b <12, 02. Multiplicando-se essas
desigualdades, obtemos: 95,6004 < ab < 96, 4004, isto ¢, 95,6004 < A < 96,4004. Isso significa
que a area exata é algum ponto do intervalo [95, 6004, 96, 4004].

Al A
[ | | 1
L ' ! 1l
95, 6004 96, 0000 96, 4004
0,3996 0,4004

Como A’ também é um ponto desse intervalo, a maior distancia entre A e A’ ocorre quando
A for uma das extremidades do intervalo. Portanto, o erro maximo no calculo da area é de
|96 — 96, 4004| = 0, 4004m?.

Exemplo 1.3 Um baldo de formato esférico é medido e obteve-se R = 4 m como sendo o seu
raio. Sabendo que o erro cometido no cadlculo do raio é no maximo 10 cm, calcule o erro maximo
cometido no calculo do seu volume.

Sendo o raio aproximado do baldo igual a 4 m, o volume aproximado do baldo esférico é

4 4
V' = §7r(/a>’)3 =3 3, 1415926 - 4° = 268, 082517 m".

O erro maximo no calculo do raio é no maximo 10 cm, ou seja, 0,1 m, temos que

Ar=|R—FR|=|R-4/<01



1.1. ERROS ABSOLUTOS 3

, onde R denota o valor do raio exato do baldo. Logo, —0,1 < R —4 < 0,1 o que é equivalente
ad4d—-0,1<R<4+0,1,isto ¢, 3,9 < R < 4,1. Elevando-se ao cubo, obtemos 59, 319000 <
R? < 68,920999 e multiplicando-se tudo por %w, obtemos

4 4 . 4
37+ 59,319000 < -wR® < o - 68,920999,

que equivale a 248,474794 <V < 288, 695545.
Portanto, V' é algum ponto do intervalo [248,474794, 288, 695545]. Como V'’ é um ponto

desse intervalo, entdo a maior distancia possivel entre V e V' ocorre quando V estd em uma das
extremidades.

V4 "4
[ | | 1
L ! ' ]
248, 4747 268, 0825 288, 6955
19, 6077 20,6130

Logo, o erro maximo cometido no célculo do volume do baldo é de 268, 082517—288, 695545| =
20,613028 m®.
1.1.1 Sequéncias recorrentes

Definicdao 1.2 Uma sequéncia (x,) € denominada recorrente (ou recursiva) quando o termo geral
X, depender dos termos anteriores, ou seja, quando

Xp = f(anly Xp—2, """ )
paran=2,3,4,---. No caso mais simples, temos x, = f(X,_1).
Exemplo 1.4 Consideremos uma sequéncia (x,) definida por x;, = 1 e x, = nx,_1 para todo
n=223,4,--- Como cada x, depende do valor do termo anterior x,_; temos um exemplo de

sequéncia recorrente. Além disso temos que:
0, =2x3=2-1=2
0 x3=3%=3-2-1=6
0 x,=4x3=4-3-2-1=24
o xs=5x,=5-4-3-2-1=120
e ctc.

Note que, neste caso, a sequéncia (x,) coincide com a sequéncia dos fatoriais de n.



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

1.1.2 Critério para determinacao do limite de uma sequéncia convergente

E muito comum em problemas numéricos termos uma sequéncia convergente (x,) e determi-
narmos o limite de (x,) quando n tende a infinito. Nesses casos, usaremos o seguinte critério para
determinar o limite aproximado da sequéncia:

e Definimos um valor positivo proximo de zero denotado por € ou € (letra grega épsilon). Por
exemplo, podemos considerar algo como € = 0,0001 = 10~% ou € = 0, 0000001 = 1077, etc.

e Calculamos os termos da sequéncia xi, X2, X3, - -+ € as distancias entre termos consecutivos
Ay = |Xpr1— Xp| paran=1,2,3,---

e Quando A, < € encerramos e dizemos que o Ultimo x, calculado é o limite aproximado da

sequéncia.
X1 X2 X3 Xg - X,
. I I I —Hil
N e 7 S i
= b2  Ag m X,
n—00

Exemplo 1.5 Sendo a um niimero real positivo, sabe-se que a sequéncia recorrente (x,) tal que

1
xlzlex,,:—<xn_1—|—

2 Xn—1
com um erro inferior a € = 107>,

) converge para v/a. Usando essa sequéncia recorrente, calcule V2

lgualamos /a com /2 e obtemos que a = 2. A partir dai, utilizamos a férmula para x, com
n=2,3,4,--- e calculamos as diferencas A = |x, — x,_1:

on:2:>x2:%<xl+x—"’l) (1+2)_15€A1 |X2—X1‘—05
. n:3=>x3:§<x2+g) — 1(1,5+ ) = 1,4166667 € s = |x3 — x| = 0,08333333

en=4=x=13 (x3 + i) = 5(1,4166667 + 1g06667) = 1,41421569 e As = |x4 — xs| =

X3

0, 00245008
e n=5==13(a+2)=5(1,41421560 + 1 3rs) = [141421356] € Ay = x5 — xa| =
21x10%<e.

Portanto, obtivemos que v/2 ~ 1, 41421356.
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1.2 Calculo de valores de funcoes

O célculo de valores de funcoes em pontos especificos é uma atividade essencial para qualquer
area da Matematica Aplicada e para os métodos numéricos em geral. Pode ser realizado de vdrias
formas:

e Séries de poténcias
e Fracoes continuas
e Sequéncias recorrentes

Vamos utilizar apenas séries de poténcias por ser um método bem conhecido, simples e eficiente.

1.2.1 Funcao logaritmica

Seja x € R tal que |x| < 1. Um resultado bem conhecido ha vérios séculos é a seguinte soma
de uma série geométrica:

1
1+ X7+ x*+ X0+ x%+ . = 5
1—x
Note que temos aqui uma série geométrica (P.G.) com primeiro termo igual a a; = 1 e razdo
U2 _ a1
q = x* logo, ela converge para S = ﬁ =1
Podemos efetuar varia operacoes com uma série de poténcias. Entre as operacoes permitidas
X

c . . > 1 1.1 1
esta o calculo da integral / ap dx de cada termo da série. Usando que = = 3 (_1+x + —1_X),

0
temos que

/)@—ildx:%(/lixdx—k/lixdx) :%(In(l—kx)—ln(l—x)):éln<1ji>.

Calculando a integral de cada termo da série geométrica anterior, obtemos:

x3 x> xT X% XU 1 1 1+ x
X+t -+ ++—+ = dx = > 1In :

3 5 7 9 11 x2 -1 2 1—x

desde que |x| < 1.
A funcdo 1 In (1£%) ¢ conhecida pelo nome de arco-tangente hiperbdlica de x e é denotada por

arctgh(x) ou arctanh(x) ou atanh(x) ou tanh™*(x):

1 1
arctgh(x) = zln ( +X) .

1—x
Sendo assim, a série anterior também pode ser escrita na forma:

B35 X X9 x
tah — I I R _ -
arctgh(x) x—l—3—l—5+7+9+11+
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Utilizando uma quantidade finita de termos dessa série, podemos obter aproximacoes para
arctgh(x). Por exemplo, usando-se apenas 5 termos da série, obtemos:
tgh(x) +X3+X5+X7+X9
arc X)X+ —+—+— + —.
J 375777
As funcoes hiperbdlicas possuem intimeras propriedades. Entre elas, vamos citar aqui apenas
uma bem particular:

1 1
In2 = 2 arctgh 3 + 2 arctgh -

Essa férmula foi utilizada por Euler em 1748 para calcular In2 com 25 casas decimais. Sua demons-

tracao ¢é imediata, basta wusar a definicio da funcao arco-tangente hiperbdlica:

2arctgh § + 2arctgh1 = 2. [1 In <1+g> Tin <1+7>] In(6/4) +In(8/6) =In(5- &) =1In2.
Usando a férmula anterior, podemos caIcuIar In2 desde que saibamos como calcular o arco-

tangente hiperbdlico de 1/5 e de 1/7. Para efetuarmos esse tipo de cdlculo, basta usar a férmula
de aproximacao do arctgh(x) anterior:

l l
o arctghl ~ (1) + G2 4 B° 7)7+5—_0 20273255

;
o arctgh ~ (4) + 25 + G0 4 & L GF 0 14384103

e, dai, obtemos In2 ~ 2 - (0,20273255 + 0, 14384103) = 0,69314716, que é uma aproximacao
muito boa para In2.
1.2.2 Funcoes trigonométricas

Os valores das funcdes trigonométricas podem ser calculados de vdrias maneiras, inclusive
através de séries de poténcias tais como:

B ( 1)k 2k+1 B x3 x> x7 x2
e Z NC e I - R TR T

B (1)" 2k x2  x* xb X8
CosX = Z _1—E+H_a+§_...

Em algumas séries, pode ser ltil o seguinte teorema (cuja demonstracdo pode ser encontrada
em [1], [2] ou [3]).

Teorema 1.2.1 Consideremos a série alternada

S:Z(_l)k+lak = 31— ay+az—az+as— ...
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onde lim a, = 0 e a sequéncia (|ax|)ken € decrescente. Sendo n um inteiro positivo e S, a soma
k—o0

dos n primeiros termos da série, entdo o erro cometido ao se aproximar S por S, € menor ou igual
a|ans1], ou seja, o erro da aproximagcdo € menor ou igual ao modulo do primeiro termo desprezado
da série.

Exemplo 1.6 Calcular cos 7° usando apenas os 5 primeiros termos do desenvolvimento em série da
funcao cosseno e obter uma estimativa para o erro cometido.

Solucdo: Transformando 7° em radianos, obtemos: 7° =7 x & = 7 x 24415926535 — 0, 12217305

2 4 6 8
rad = a. Como cos(a) ~ 1 — 55 + 57 — & + g temos que

0, 122173052 n 0,12217305* 0,12217305° 0, 12217305°

cos(a) ~ 1 > 24 720 T 20320

ou seja, cos 7° ~ 0,99254615.

Uma estimativa para o erro no cdlculo é dada pelo médulo do primeiro termo desprezado da
10

. _ a
série do cos(a) que € igual a Tor ™ 2,04 x 107,

1.3 Calculo do valor de 7

Desde a antiguidade que o calculo do valor de 7 tem despertado o interesse de diferentes povos.
Aproximacoes como 3,12 ou 3,16 ja eram conhecidas por babilénios ou egipcios ha varios milénios.

Calculado na antiguidade por métodos puramente geométricos (inscricdo e circunscricao de
poligonos regulares em uma circunferéncia), a partir do século XVIII passou a ser calculado por
métodos analiticos, usando-se apenas operacoes algébricas como adicao, multiplicacao e divisao de
nimeros reais. Esses métodos analiticos costumam produzir resultados com grande precisao, ou
seja, com muitas casas decimais corretas. Entre os varios métodos analiticos conhecidos, destaca-
se uma familia de férmulas que expressam 7 como uma combinacao de vdrios arco-tangentes. No
inicio do século XVIII, uma dessas férmulas foi utilizada para calcular pela primeira vez ™ com 100
casas decimais corretas.

A partir do século XX, com a utilizacao de computadores cada vez mais potentes e rapidos,
o calculo de w passou a ser efetuado com uma quantidade cada vez mais espantosa de casas
decimais. Recentemente, em dezembro de 2002, um recorde foi batido no Japao com a ajuda de
supercomputadores.

1.3.1 Foérmulas envolvendo 7 e a funcao arco-tangente

Vamos iniciar com dois exercicios resolvidos sobre trigonometria.

Exercicio 1.1 Determine o valor de y = arctg % + arctg %
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1

Solucao: Sejam a = arctg % e b = arctg % o que implicaemtga = % e tg b = ;. Devemos calcular

o valor de y = a+ b. Isso ficara facil se soubermos quanto é tg(a + b).

tga+tgb I+1
Temos que tgy = tg(a+ b) = T tgatgh 12_1‘31 :%:1. Portanto, tgy = 1 o que
2

w

wl

significa que y = 7. Portanto,

™ t1+ tl
Ar—arcg2 arcg3.

Essa formula escreve uma fracao que envolve m como combinacao linear de arcos-tangentes
de determinados valores. Ha um grande nimero de férmulas como essa, outra delas aparece no
proximo exercicio.

1
Exercicio 1.2 Seja 3 a medida de um adngulo tal quetg = - Calculetg(283), t9(4B) etg(46—7).

Solucao: Fazendo a = b =3 na férmula de tg(a+ b), obtemos:

5

2tgB 2-

1
— — 5 —

Fazendo a = b = 203 na férmula de tg(a + b), obtemos:

_2tg(28)  2-3 120
t9(46) = —19?(28) 1-($)? 119

que € proximo de 1 o que implica que 403 € proximo de 7.

t9(48) +19(-3) _ - (-1) 1
1-tg(4B)t9(-3) 1-(355) (1) 239

s

que € um valor préximo de zero, o que era de se esperar pois (48 — 7 ) € proximo de zero (pelo
item anterior deste mesmo exercicio).

tg(48 — %) =

Portanto, tg(46—7) = ﬁ que € equivalente a 46 — 7 = arctg glg, ou seja, 43 — arctg ﬁ =7

Como B = arctg % obtemos finalmente que

7r—4arct L arct L
4" 95 9539°

Essa formula é conhecida pelo nome de formula de Machin e foi utilizada em 1706 para calcular
7 com 100 casas decimais.
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1.3.2 Série de poténcias da funcao arco-tangente
Se |x| < 1, entdo é conhecida ha varios séculos a soma da seguinte série geométrica:

1

1— x4+ x* = x4+ x8 - =
14 x?

Entre as varias operacdes permitidas com essa série, podemos calcular integral (no intervalo [0, x])
de cada termo da série:
3 5 7 9

xX—I—X +X = arctg x
375 77" = arcg

Usando uma quantidade finita de termos dessa série anterior, podemos obter aproximacodes para

o arctg(x), se |x| < 1. Por exemplo, se usarmos apenas os 5 primeiros termos da série, obtemos a
seguinte aproximacao:

3 5

7 9

arctg(x) XX XX
X)x— —+— -4
g 3 5 7 9
Fazendo x = £, e depois x = 535 nessa féormula, obtemos:
1 1 (8?3 &) G)Y
tg - ~ - — — + = 0,197
arctg T~ 3 + 5 . 9 0, 1973955600
e
1 1 (2§9)3 (21]7;9)5 (2;9)7 (2;)9)9
t ~ — — — 418407
arc 9239 539 3 + 5 - + 0,0041840760

Substituindo na férmula para m/4 anterior, obtemos:

~ 4 x 0,1973955600 — 0, 0041840760 = 0, 7853981706,

NI

e, finalmente, m ~ 4 x 0,7853981706 = 3, 1415926824

1.3.3 Calculo do valor de 7 ao longo dos séculos

A histéria da constante m se confunde com a prépria histéria da Matematica. Ao longo dos
séculos, muitos matematicos importantes em algum momento de suas vidas se dedicaram ao calculo
dessa constante. A seguir, algumas tabelas que mostram a evolucao desse calculo com o passar
do tempo.
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O calculo de 7 antes do uso de computadores

NOME ANO | DIGITOS
Egipcios 2000 A.C. 1
Babil6nios 2000 A.C. 1
Hebreus 550 A.C. 1
Arquimedes 250 A. C. 3
Ptolomeu 150 3
Liu Hui 263 5
Tsu Chung Chi 480 7
Al-Kashi 1429 14
Romanus 1593 15
Van Ceulen 1615 35
Sharp & Halley 1699 71
Machin 1706 100
Strassnitzky & Dase 1844 200
Rutherford 1853 440
Shanks 1874 527

O caélculo de ™ com a utilizacao de computadores

NOME \ ANO DIGITOS
Reitwiesner & outros (ENIAC) 1949 2.037
Genuys 1958 10.000
Shanks & Wrench 1961 100.265
Guilloud & Bouyer 1973 1.001.250
Miyoshi—Kanada 1981 2.000.036
Kanada—Yoshino—Tamura 1982 16.777.206
Gosper 1985 17.526.200
Bailey Jan/1986 29.360.111
Kanada—Tamura Out/1986 67.108.839
Kanada—Tamura Jan/1988 201.326.551
Chudnovskys Mai/1989 480.000.000
Kanada—Tamura Jul/1989 536.870.898
Kanada—Tamura Nov/1989 | 1.073.741.799
Chudnovskys Ago/1991 | 2.260.000.000
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NOME | ANO | DIGITOS
Chudnovskys Mai/1994 4.044.000.000
Kanada—Takahashi Out/1995 6.442.450.938
Kanada—Takahashi Jul/1997 51.539.600.000
Kanada—Takahashi Set/1999 206.158.430.000
Kanada—Ushiro—Kuroda | Dez/2002 | 1.241.100.000.000

1.3.4 Curiosidade: frases que fornecem o valor de 7

Antigamente, antes da década de 70, era muito comum a invencao de frases que ajudavam na
memorizacao de diversas constantes ou férmulas. Existem frases que fornecem o valor de m em
uma grande variedade de idiomas. Basta lembrar da frase, contar as letras de cada palavra, que
teremos o valor de m com um consideravel nimero de casas decimais.

3,1415926
“Com_o  juri _a votar, ‘Disparada’ ja ganhou.”
o NN N — S e —

~
3, 1 4 1 5 9 2 6

“Disparada” é uma cancao premiada no Il Festival da Mdsica Popular Brasileira da TV Record,
em 1966, autoria de Geraldo Vandré e Theo de Barros.

3,1415926535

Aqui, é o préprio T dizendo para 0 menino que nao gosta de estudar e, consequentemente, tem
medo de 7 por causa das casas decimais:

* — Sou o medo e pavor constante do menino vadio, bem vadio.”

Note que essa frase fornece m com 10 casas decimais: 3, 1415926535.

3,14159265358

Uma frase com tema religioso que fornece o valor de m com 11 casas decimais:

“Ama a Deus e segue fielmente as licoes dadas por Jesus Nazareno.”
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3,14159265358979323846264. . .

E, finalmente, uma das muitas frases em inglés que fornece um grande ndmero de decimais:

“How | want a drink, alcoholic of course, after the heavy lectures involving quantum mechanics.
All of thy geometry, Herr Planck, is fairly hard ..."

1.4 Exercicios Propostos

(PO1) Utilizando uma calculadora, calcule os seguintes valores:
e a=e2(=/) Resp.. a=0,207879
e b =arctg(3/4) + arctg(4/3) Resp.: b=m/2 =1,570796

o Cc= (1 + %)500 Resp.: ¢ = 2,715568
e d=In(cosl) Resp.. d=—-0,615626

e e=v7+v50+vV7—+50 Resp.: e=2 000000

(P02) Sejam &', b e ¢’ os inteiros mais préximos de a = In(m +2), b = (%4—%)5 e

c = 7sen(y/11). Calcule os erros absolutos A,, A, e A e os erros relativos 0., §, € 0. co-
metidos quando substituimos a’, b’, ¢’ por a, b, c. Resp.: A, = 0,3626, Ay, = 0,3365, A. =
0,2189, 4, = 22,14%, 6p = 2,29%, 6. = 17,96%

(P03) Um terreno de formato retangular foi medido com erros que ndo superaram 15 cm em cada
medicdo. Sabendo que o comprimento e a largura encontrados foram 30 m e 14 m, respectivamente,
obtenha uma estimativa para o erro no calculo da drea desse terreno.  Resp.: € < 6,6225 m?.

(P04) A aresta de uma caixa em forma de cubo é medida, e, devido a falta de precisdo do instru-
mento utilizado, obteve-se uma aresta de 15 cm com erro no maximo igual a 2 cm. Determine
o volume aproximado da caixa, um intervalo [a, b] que contenha o valor do volume exato e uma
estimativa para o erro do célculo do volume.  Resp.: [a, b] = [2197, 4913], & < 1538 cm?®.

(P05) Considere a’ e b’ como sendo aproximagdes para a e b com erros absolutos inferiores a €7 e
€-, respectivamente. Mostre que ao aproximarmos a— b por a’' — b’ o erro cometido na aproximacao
é menor do que €1 + €.

(P06) Seja 8 = 23° a medida em graus de um angulo. Utilizando apenas os quatro primeiros termos
da série de Taylor da funcao cosseno, calcule uma aproximacao para cosf e uma estimativa para o
erro cometido.

Resp.: cos23° ~ 0,920504867, € <1,67-107%
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(PO7) A fungdo f(x) = In(x + 1) com |x| < 1 possui o seqguinte desenvolvimento em série de
poténcias de x:
X2 X3 4 ( 1)k+1 k
| =x— b =
n(x+1)=x >+ 3 YR Z

Utilizando os 6 primeiros termos dessa série, calcule In(1,20) e uma estimativa para o erro da
aproximacdo. Resp.: In(1,20) = 0,18232000, £€<1,8-10°°

(P08) Consideremos £,, como sendo o lado do poligono de n lados inscrito em uma circunferéncia de

raio 1. Usando o Teorema de Pitdgoras obtemos 4, = V2 e 45, = \/2 — /4 — (¢,)%. Baseando-se
nestas informacoes, calcule o lado e o perimetro de um poligono com 128 lados inscrito em uma
circunferéncia de raio 1 (que é uma aproximacao para 27).

Resp.: {105 = 2—\/2+\/2+\/2+\/2+\@:0,049082, P = 6,282554.

(P09) A férmula

T 1 1 1 1
= 44 arctg — 7arctg — — 12 arctg — 24 arct
4 arctg 57 + [/ arctg 39 arctg 680 + arctg 12943

foi utilizada em dezembro de 2002 no Japao para calcular m com mais de um trilhao e duzentos
bilhdes de casas decimais. Utilizando esta formula e os dois primeiros termos do desenvolvimento
em série de poténcias de arctg x, calcule m com erro no maximo igual a 0, 0000001.

Resp.: m~ 3,1415926595.

(P10) a) Mostre que

1 13
In2 =1 h—+4 h——
n O arctg 17 + 4 arctg 299

b) Usando a férmula do item (a) e os trés primeiros termos do desenvolvimento em série da

fungdo arco-tangente hiperbdlica, calcule uma aproximacgdo para In2 (utilize 8 casas decimais nos
calculos).  Resp.: In2 ~0,693147177.

(P11) Sendo p, q, a, b, ¢, d inteiros positivos, sabe-se que

23 PC _ qb 2bh qa _ Pd
Inp = — arctgh + arctgh .
P = 3c—bd g (pc+qb ac — bd g q® + p?
Fazendo p = 3,g = 2, a = 3,b = 8,c = 5,d = 2 obtenha uma férmula para In3 escrito
como combinacao linear de arco-tangentes hiperbdlicas e usando os quatro primeiros termos do

desenvolvimento em série de poténcias de arctgh(x), calcule uma aproximagao para In 3.

Resp.: In3 = 16arctgh = + 6arctgh ;= ~ 1,098612277.




Capitulo 2

Resolucao de Equacoes

2.1 Introducao

O célculo de raizes de uma equacao é uma atividade importante porque muitos problemas de
natureza pratica dependem dele. Por isso, é interessante ter técnicas que permitam determinar
raizes para os mais diversos tipos de equacoes.

De um modo geral, as equacdes podem ser classificadas em algébricas ou transcendentes. As
equacoes algébricas sao aquelas que sao polinomiais ou as que podem ser transformadas em poli-
nomiais. Por exemplo x3 —4x2 +5x —10 =0 e vVx2 + 2+ +v/x + 5 = 7 si3o exemplos de equacdes
algébricas. As equacdes que nao sao algébricas sao chamadas transcendentes, como por exemplo,
x? —cos(x) = et e 2X — 3x — In(x + 3) = 5.

Existem férmulas de resolucao apenas para equacoes mais simples, de tipos bem particulares
(como as equagdes de segundo grau, por exemplo). Portanto, resolver equa¢bes por formulas ndo é
um método eficiente de resolucao porque nao abrange uma grande variedade de tipos de equacoes.

Neste capitulo, usaremos algoritmos para determinar uma raiz de uma equacao que consistem
em duas etapas:

e |solamento da raiz
e Refinamento

O isolamento da raiz consiste em se determinar um intervalo [a, b] que contenha uma raiz da
equacao no seu interior.

14
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O refinamento consiste em redefinir o intervalo [a, b] de modo a obtermos um intervalo de
menor comprimento, mas que contenha ainda uma raiz da equacao no seu interior.

Na etapa do isolamento da raiz, é bastante (til a utilizacao do seguinte teorema que usaremos
sem a devida demonstracao:

Teorema 2.1.1 Se f(x) for continua em um intervalo [a, b] de tal forma que f(a)f(b) < 0 (ou
seja, que f(a) e f(b) tenham sinais contrarios), entdo a equacdo f(x) = 0 possui pelo menos uma
raiz no interior desse intervalo.

2.2 Meétodo da Bissecao

Dados € > 0 e f(x) continua em [a, b] com f(a)f(b) < 0, o método da bissecdo para a
determinacdo de uma raiz da equacdo f(x) = 0 consiste em ir dividindo o intervalo ao meio até
que ele fique suficientemente pequeno; dai, escolhemos o ponto médio do intervalo como sendo
uma raiz aproximada. Consiste em se executar os seguintes passos:

a+b

(1) Calculamos m = 22 o ponto médio do intervalo; se f(m) = 0 entdo m € uma raiz da equagao

e encerramos;
(2) Se A = |b— a| < g, entao dizemos que m é uma raiz aproximada da equagao e encerramos;
(3) Se os sinais de f(a) e f(m) coincidirem, entdo redefinimos a = m;
(4) Se os sinais de f(b) e f(m) coincidirem, entdo redefinimos b = m;
(5) Retornamos ao item (1).

Esse método faz uma pesquisa binaria no intervalo [a, b] em busca da raiz da equagdo. Tem
alguma semelhanca com o que fazemos quando procuramos uma palavra em um dicionario: primeiro
abrimos o livro ao meio; depois, desprezamos uma das metades e abrimos ao meio de novo. E assim
procedemos até encontrarmos a palavra.

Exemplo 2.1 Determinar uma raiz da equacdo x> —sen x+2 = 0 com um erro inferior a€ = 0, 01.

Seja f(x) = x3 —senx + 2. Inicialmente, determinamos um intervalo [a, b] tal que f(a) e f(b)
tenham sinais contrarios. Tentando varias possibilidades para a e b, obtemos f(—2) = —5,0907 < 0
e f(—1) =1,8414 > 0. Logo, podemos escolher [a, b] = [-2, —1].

Como a equacio dada é equivalente a x® + 2 = sen x, uma outra maneira de definir o intervalo
[a, b] é através da observacio dos graficos das funcdes x3+2 e sen x. Neste caso, a raiz da equacdo
corresponde a abscissa x do ponto de encontro dos graficos.
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al Jb
a b m= 22 [sinal de f(m) | A=|b— 4| |
—2,0000 [ —1,0000 [ —1,5000 — 1,0000
—1,5000 | —1,0000 | —1,2500 - 0, 5000
—1,5000 | —1,2500 | —1,3750 - 0, 2500
—1,5000 | —1,3750 | —1,4375 - 0, 1250
—1,5000 | —1,4375 | —1,4687 — 0, 0625
—1,4687 | —1,4375 | —1,4531 — 0,0312
—1,4531 | —1,4375 | —1,4453 — 0,0156
—1,4453 | —1,4375 | FEL 44147 — 0,0078

Paramos a construcao da tabela assim que obtemos A = 0,0078 < €. Logo, a raiz aproximada
encontrada foi o ultimo m calculado que é —1,4414.

2.3 Meétodo das Cordas

Suponhamos f(x) duas vezes derivavel em um intervalo [a, b] de tal forma que f(a)f(b) <0 e
f”(x) ndao mudando de sinal nesse intervalo.

O método das cordas para a determinacdo de uma raiz da equacao f(x) = 0 consiste em
aproximar a raiz por xi, a intersegcdo do eixo Ox com o segmento de reta (corda) cujas extremidades
s3o os pontos A = (a, f(a)) e B= (b, f(b)). A partir dai, redefinimos a ou b como sendo igual a
X1, repetimos a construcao e obtemos um novo ponto x», e depois, x3, X4 etc. Quando a sequéncia
(x,) converge, ela converge para uma raiz da equacdo f(x) = 0.

Consideraremos dois casos semelhantes: um caso 1 em que f(a)f”(a) < 0 e um caso 2 em que
f(a)f”(a) > 0. No caso 1, definimos xg = a e, no caso 2, xg = b.

f(b) —f(a)

A equacdo da reta que passa por Ae Béy—f(a) = p

(x —a). Fazendo y =0 e

f(xo)

= bstituind 1), obt = _—
x = x; e substituindo a por xp (no caso 1), obtemos x; = xg + FIB) — F(x0)

(Xo — b)
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¥y B
y A

a ~ b| x ol a 1 pox

0 ‘xo

raiz de f{x)=0 .
A4 de fix)=0 B
Figura 2.1: Caso 1: f(a)f"(a) <0 Figura 2.2: Caso 2: f(a)f"(a) >0
P . f(Xl)
De modo analogo, obtemos x, = x;+ ————~—(x;—b) e, de modo geral, no caso 1, obtemos
f(b) —f(x)

Xpp1 = Xp + f(b)f(_—%(xn —b),

paran=20,1,2,3,---.
No caso 2, X, = b e calculando a intersecao da reta que passa por A e B com o eixo 0x,

f(x0)
bt = ———— (X — d d I
obtemos x; = xg + Fla) - f(xo)(xo a) e, de um modo geral,
f(%n)
Xnt1 = Xn + W(Xn —a),
paran=20,1,2,3,---.
Exemplo 2.2 Determinar uma raiz da equagcdo arctgx = e X com um erro inferior a

e =0,0001 =107*.

Seja f(x) = arctgx — e *. Por tentativas, escolhendo a = 0 e b = 1, obtemos: f(a)f(b) =
f(0)f(1) = (0—1)(¥ — 1) = —0,417518 < 0. Logo, a equacdo possui raiz no interior do intervalo
[a, b] = [0, 1].

Derivando f(x), obtemos f'(x) = 1+1X2 +e e f"(x) = ﬁ — e ™. Como f(a)f"(a) =
f(0)f”(0) =1 > 0 temos uma situacao do caso 2 citado anteriormente. Portanto, xp, =b =1 ¢

Xn+1=Xn+%(xn—a) paran=0,1,2,---.
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’n‘ Xn ‘A:|Xn_xn—1|‘

0] 1,000000 ——

1| 0,705458 0,294541

2| 0,629593 0,075864

3] 0,611797 0,017795

4] 0,607741 0, 004056

5| 0,606825 0,000918

6| 0,606615 0,000207

7 | 0I606569Y | 0,000046 < €

Portanto, a raiz aproximada é 0, 606569.

2.4 Método da lteracao Linear

Consideremos uma equacao da forma f(x) = x onde f(x) é continua em um intervalo [a, b]
no qual a equagao possul uma raiz. Dada uma aproximacao inicial x; para uma raiz da equacao,
construimos a sequéncia recorrente definida por x, = f(x,_1) paran=2,3,4,---:

(x, f(xa), F(Ff(q)), F(F(F(x))). F(F(F(F(x)))), )

Se (x,) converjir para L, ou seja, se lim x, = L, entdo lim f(x,_1) = L oqueimplica f( lim x,_1) =
n—oo n—oo n—oo

L,isto é, f(L)= L. Logo, L é uma raiz da equacgao f(x) = x.

y
Y
i y =1
y=x =
0 v xz‘ "3 | | 0 BV S
/ X ' x
raiz de fix)=x raiz de f(x)=x
Figura 2.3: Caso 1: (x,) converge Figura 2.4: Caso 2: (x,) ndo converge

Temos dois casos a considerar:
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e Caso 1: |f’(x1)] < 1. Neste caso, a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (xi, f(x1))
tem inclinagdo menor do que a da reta y = x. Neste caso, a sequéncia (x,) converge para
uma raiz da equacgao f(x) = x. Veja Figura 2.3.

e Caso 2: |f’(x1)| > 1 . Neste caso, a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (xy, f(x1))
tem inclinacao maior do que a da reta y = x. Neste caso, a sequéncia (x,) nao converge
para uma raiz da equagao f(x) = x. Veja Figura 2.4.

Exemplo 2.3 Determine uma raiz da equacdo x> +2x —5 = 0 com um erro inferior a € = 0, 001.

Seja F(x) = x>+ 2x — 5. Por tentativas, obtemos F(0) - F(2) < 0. Logo, a equagdo possui
raiz no interior do intervalo [0,2]. Escolhemos x; = 1 nesse intervalo como sendo a primeira
aproximacao da raiz.

Agora, para definir o f(x), precisamos “isolar” o valor de x a partir da equagdo dada. Existem
muitas possibilidades de se fazer isso. Duas delas sao as seguintes:

5—x3
® x = .
2
o x = /5 —2x.

5—x3

. Temos f'(x) = —=3x?/2 e, dai, |f'(x))| = |f'(1)| =
3/2 > 1. Logo, neste caso, a sequéncia construida a partir de x; e f(x) ndo converge para uma
raiz da equacao. Assim, abandonamos esta opcao.

No segundo caso, definimos f(x) = /5 — 2x = (5 — 2x)3. Logo, f'(x) = Z2(5 — 2x)"3, e dai,
1f'(x)| = (1) =% - 373 =0,320499 < 1. Logo, neste caso, a sequéncia construida a partir de
x; e f(x) converge para uma raiz.

Construimos assim a seguinte tabela:

No primeiro caso, definimos f(x) =

]n\ Xn \A:\Xn—xn,lw

1] 1,00000 ———

2| 1,44224 0,44224

3| 1,28372 0, 15852

4] 1,34489 0,06117

5| 1,32195 0,02293

6| 1,33064 0, 00869

7] 1,32736 0,00328

8| 1,32860 0,00124

o | JIN82814Y | 0,00046 < ¢

Portanto, uma raiz aproximada da equacao dada é 1, 32814.
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2.5 Meétodo de Newton

Entre os métodos mais elementares para resolucao numérica de uma equacao, o método de
Newton se destaca pela sua simplicidade e eficiéncia.

O inglés Isaac Newton ( 1643 — 1727) é considerado um dos maiores génios da Matematica
de todos os tempos, além de também ser fisico, astrénomo, filésofo e tedlogo. Sua imagem ainda
hoje aparece nas notas de 1 libra esterlina da Inglaterra.

Seja f(x) derivavel em um intervalo [a, b] que contém uma raiz da equagdo f(x) = 0. Con-
sideremos xp um ponto desse intervalo que seja uma aproximacao para uma raiz da equacao. O
método de Newton (também conhecido como Newton-Raphson) consiste em calcular uma nova
aproximacao a partir de x, como sendo a abscissa do ponto de intersecao do eixo dos x com a reta
tangente ao grafico de f(x) no ponto P = (xg, f(xp)).

g P !

raiz da equacdo i

Jx) =0

0
// X, / X, X X
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A equacdo da reta tangente em P é y — f(xp) = f'(xo)(x — xp). Substituindo y =0 e x = x
nessa equacao, obtemos 0 — f(xg) = f'(x0)(x1 — Xo) € dai

_ f(xo)
X1 = Xp — m

f(x1)

Podemos repetir esse tipo de construcao para obtemos x; a partir de x; dado por x» = x; — 7o)

e, de modo semelhante: x3 = x» — ;((XXZQ)) De um modo geral:
f(xn)
Xpi1 = Xy — ——,
n+1 n f-,(Xn)
paran=20,1,2,---
Observacao
_ N In(x) , . . . -
Consideremos a fungao f(x) = e (veja gréfico a seguir). Uma raiz da equagdo f(x) =0
claramente é x = 1. No entanto se tentarmos utilizar o método de Newton partindo da aproximacao
inicial xo = 1,84 (escolhido aleatoriamente), obtemos que x; = xo — f(x0)/f'(x0) = 1,84 —

0.1801/(—0,0352) = 6,9507. Sendo assim, o método de Newton n3o funciona neste caso pois o
Xo estava préximo da raiz da equacao e, no entanto, o x; ficou muito distante.

Exemplo 2.4 Determinar uma raiz da equacdo xInx = 1 com um erro inferior a € = 107°.

A equacao dada é equivalente a Inx = % Os gréficos de y = Inx e y = 1/x sdo mostrados na
seguinte figura:
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Logo, a equagdo tem uma raiz no intervalo [1,3]. Alternativamente, podemos também concluir
isso definindo f(x) = Inx — + e observando que (1) < 0 e f(3) > 0.

Escolhemos um nimero qualquer do interior do intervalo [1, 3], por exemplo, xp = 2.

Usando que f'(x) = §+ é aplicamos a féormula x,411 = X, — :((XX)) paran=20,1,2,3,--- até

que A = |x, — X,_1| < € e construimos a seguinte tabela:
] n \ X, \ f(xn) \ f'(x) \ A
0| 2,000000000 | 0,1931471806 | 0,7500000000 _—
1| 1,742470426 | —0,0185939408 | 0, 9032565539 0,257529574
2
3

1,763055874 | —0,0001484030 | 0,8889094336 | 0, 020585448
1,763222824 | —0,0000000009 | 0, 8887948093 | 0,000166950
4 | [I)768222834 | —0,0000000003 | 0, 8887948025 | 0,000000010 < €

Portanto, a raiz aproximada é 1, 763222834,

Exemplo 2.5 Determinar uma raiz da equacdo x°> — x — 3 = 0 com um erro inferior a € = 107*.

Seja f(x) = x> — x — 3. Por tentativas, obtemos: (1) = =3 < 0 e f(2) =27 > 0. Logo, a
equacgao tem uma raiz no interior do intervalo [1,2]. Como |f(2)| € muito maior do que |f(1)], isso
significa que a raiz estd mais préxima de 1 do que de 2. Escolhemos, finalmente, x = 1,2 como
sendo a aproximacao inicial da raiz da equacao.

Aplicando a formula x,11 = X, — ;((XX”H)) paran=20,1,2,3,--- até que A < g, constuimos a

seguinte tabela: :

\ X, \ f(xn) \ f'(x,) \ A

1,200000 | —1,711680 | 9, 368000 _—
1,382716 0,671630 | 17,276876 0,182716
1,343841 0,038844 | 15,306530 0,038875
1,341303 0,000148 | 15,183691 0,002538

841208 | —— — | — — — |0,000010 < ¢

P WOIN| =IOl S
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Portanto, a raiz aproximada é 1,341293. Note que ndo hd necessidade de calcular f(x;) e nem
f'(x4) porque esses valores serviriam apenas para os calculos da proxima linha da tabela.

Exemplo 2.6 Determinar uma raiz da equacdo x* — 4x° + 7x — 11 = 0 com um erro inferior a
e=10"°.

Seja f(x) = x*—4x? = 7x—11. Por tentativas, obtemos: f(1) < 0e f(2) > 0. Logo, a equacdo
tem uma no interior do intervalo [1,2]. Escolhemos x, = 1,5 como sendo uma aproximagdo da
raiz da equacao.

. iy . f
Aplicando varias vezes a formula X1 = x, — (Xn)

'(xn)

, constuimos a seguinte tabela:

nl x| fl) [ ) A
0] 1,500000 | —4,437500 | 8,500000 —— —
1] 2,022059 | 3,517171 |23,894074 | 0,522058
2] 1,874860 | 0,419555 | 18,362414 | 0,147198
3] 1,852012 | 0,008833 |17,593120 | 0, 022848
4] 1,851510 | 0,000042 |17,576477 | 0,000500
5 | [EN851509] | —0, 000000 | 17, 576469 | 0,0000002 < &

Portanto, a raiz aproximada € 1,851509. Note que n3ao ha necessidade de calcular f(xs) e nem
f'(xs).

Observacao:

O grafico de f(x) é
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Percebe-se na observagdo do gréafico que a equagdo f(x) = 0 tem duas raizes reais. Essas raizes
reais sao —2, 808412 e 1,851509. Como trata-se de uma equacao do quarto grau, ela ainda tem
mais duas raizes complexas: 0,478451 +/1,373517.

Exemplo 2.7 Dada uma constante a > 0, determine uma sequéncia (x,) que convirja para +/a.
Sendo x = +/a, temos x? = a, ou seja, x> —a = 0. Seja f(x) = x2 — a. Entdo, a é raiz da

equagao f(x) =0, e, usando o método de Newton, podemos definir uma sequéncia que converge
para essa raiz.

. . 2__
A partir de f(x) = x> — a, obtemos f'(x) = 2x e dal X,11 = X, — ff,((xx)) = X, — 5., 0 que
. o . 2 .
pode ser simplificado da seguinte forma: x,;1 = x, — QXX”n + 2_in =X, — 2+ Z—in de onde finalmente

obtemos

1 a
Xn+1:§ Xn+x—n :

Escolhemos xg como sendo uma aproximacao inicial da raiz, por exemplo, xg = 1.
Poderiamos usar um desenvolvimento semelhante a esse para encontrarmos sequéncias que

convergem para v/a, v/a, va, .. ..

Observacoes

e A quantidade de zeros na parte fraciondria do A, antes do primeiro algarismo diferente de
zero, no minimo dobra a cada passo. Por causa disso, dizemos que o método de Newton tem
convergéncia quadratica.

e Existem varios métodos mais recentes, mais sofisticados e mais eficientes do que o método de
Newton. Mas, esses métodos sao mais complicados. Por exemplo, o0 método de Householder
propde que a sequéncia (x,) seja construida a partir da férmula

f(Xn) f(Xn)fﬁ(Xn)
(%) (1 (P02 ) '

Xn+1 = Xn —

e Apesar de ter sido elaborado para funcoes de uma varidvel real, o método de Newton funciona
também com nimeros complexos. Por exemplo, a equacio x* + x°> +2 = 0 n3o possui
raizes reais. No entanto, o método de Newton fornece para essa equacao a raiz complexa
0,97831834+0,67609672, com apenas 6 iteracoes a partir da aproximacao inicial xo = 1+41.

2.6 Comparando os diversos métodos

Todos os métodos estudados sao eficientes no sentido de resolverem uma grande variedade de
equacoes. No entanto, uns métodos sao mais eficientes do que outros pois resolvem o mesmo
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problema usando uma quantidade menor de passos (iteracdes) e, consequentemente, sdo mais
rapidos.

Implementamos usando o Maxima (maxima.sourceforge.net) os métodos estudados e determi-
namos uma raiz da equacao do quinto grau

XX+ 2xt —x¥ 4+ x> +5x—1=0

que estd no intervalo [a, b] = [0, 3] com um erro inferior a € = 1078, Em todos os casos a raiz
obtida foi 0, 19335536. O desempenho de cada método estd resumido na seguinte tabela.

Método | Bissecdo | Cordas | Iter. Linear | Newton | Househdlder
N. iteracoes H 26 ‘ 8 ‘ 7 ‘ 4 ‘ 3

Se tivéssemos usado outra equacao, teriamos obtido resultado parecido com esse.

2.7 Exercicios Propostos

(P12) a) Usando o Método de Newton, escreva uma férmula de recorréncia de uma sequéncia de

coeficientes de x, inteiros que convirja para a = /5 — /3.
) o _ _ xp—10x2422
Resp: xo =1, Xpp1 = _X" 4x3—20xp _
b) Usando a sequéncia do item (a), partindo de xo = 1, calcule o valor de & com um erro no

maximo igual a € = 10™*.  Resp.: a ~ 1,807747.

(P13) Deduza uma férmula de recorréncia para calcular a raiz cibica de um nimero real. Use a
férmula obtida para calcular v/7 com erro inferior a 107°.

Resp.: 30 =1, X1 = 1 (2% + %), V7~1,91203118.

(P14) Deduza uma férmula de recorréncia que permita calcular v/a para qualquer nimero real
positivo a e qualquer indice s > 2.  Resp.: xp =1, X, = % <(5 —1)x, + %)

Xﬂ

(P15) Em cada caso a seguir, encontre um intervalo [a, b] tal que a fungdo f(x) assuma valores
com sinais opostos nas extremidades (isto é, f(a)f(b) < 0)

a) f(x)=In(x—1)+x—3 b) f(x) = X — x? c) f(x) =2x>—4x2+ 11
Resp.: a) [2, 3] b)[-1, 0] «¢)[-2, 0].

(P16) A equagdo f(x) = 2xsen(4x) — 3 = 0 possui uma infinidade de raizes (veja o grafico de
f(x) na Figura 2.5). Determine pelo menos uma dessas raizes com um erro no maximo igual a
1073 usando o método da bissecdo.  Resp.: +£1,81415823 ou +2, 16481917, etc.

(P17) Na Figura 2.6 estd representada a funcdo f(x) = x> — 8x + 3. Determine pelo menos uma
das raizes da equacdo x®> — 8x 4+ 3 = 0 com erro inferior a € = 10~* usando o método das cordas.
Resp.: —1,76478607 ou 0,37593863 ou 1,57094136 .
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Figura 2.5: Exercicio 16 Figura 2.6: Exercicio 17
(P18) A equacdo 2% = x? possui trés raizes reais x; = 2, xo = 4 e x3 < 0. Determine a raiz x3 com
um erro inferior a 107, Resp.: x3 ~ —0, 766664695.

(P19) Através de uma mudanca de varidvel, toda equacdo polinomial do terceiro grau pode ser
reduzida a forma x3 + px + g = 0 cuja solucdo exata pode ser calculada através da férmula

3 q @ P 3 q > p? N
X_\/ 2+\/4+27+\/2 ;o7 )

Considerando a equacdo x° + 3x — 11 = 0, calcule uma raiz real de duas maneiras:
a) utilizando a férmula de resolu¢do (*) citada anteriormente;
b) utilizando o método de Newton a partir de x =2 com ¢ = 107>.  Resp.: 1,781618.

(P20) A equacdo e* = tgx possui uma infinidade de solugcdes reais. Usando um dos métodos
estudados, determine uma das solucdes com um erro inferior a 0,0001. Resp.: 1,306327.

(P21) Usando o método de Newton, determine uma raiz da equagdo
2x> +1In(x) =5
com um erro inferior a € =107". Resp.: 1,330839542
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(22) Sendo f uma fungdo derivavel com derivada continua, ao tentarmos resolver uma equagao
f(x) = 0 pelo método de Newton, se usassemos equivocadamente a formula de recorréncia

_ '(xn)
f(xa)

Xn+1 = Xn
supondo a convergéncia da seqiiéncia, seria encontrado raiz de qual equacdo? (Sugestdo: calcule
os limites quando n — o0).  Resp.: E encontrado raiz de f'(x) =0

(23) O método de Househdlder para determinacdo de uma raiz da equagdo f(x) = 0 consiste em
verificar para qual valor a sequéncia

Xn+1 = Xn

f(Xn) f(Xn)f”(Xn)
() [” 2(F1(x0) )2 }

converge. Usando esse método, determine a raiz da equacao
x°—3x>+5x—11=0

que estd no intervalo [1,2], com um erro inferior a € = 107°.  Resp.: 1, 82055450

(24) Sendo a # 0, aplicando o método de Newton a funcdo f(x) = £ —a, mostre que se a sequéncia

recorrente definida por x,+1 = x,(2 — ax,) for convergente, entdo ela converge para %

(25) Determine a area maxima de um retdngulo que possa ser inscrito na regiao do primeiro
quadrante delimitada pelos eixos coordenados e pelo grafico da funcao y = cos(x).
Resp.: A = 0,561096338

1.2

/ y = cos(x)

0.8

0.4

024

0

08 04 02 [ 0.2 0.4 0.8 3 1 12 14 18
024

(26) Em uma calculadora ajustada em radianos, ao pressionarmos varias vezes a tecla da
funcao cosseno, aparecera no visor uma sequéncia de valores que converge para 0, 73908513. Esse
valor € raiz de qual equagdo? Resp.: cos(x) = x




Capitulo 3

Sistemas Lineares

3.1 Sistemas Lineares

Um sistema de equacdes é denominado /inear quando todas as equac¢des sao polinomiais do
3x — Ty 5x2 =2y = —1

5x+6y — 10 é linear, enquanto que{ 5x+6y° — 1 nao

primeiro grau. Por exemplo, {
o é.
3.2 Método de Eliminacao de Gauss

O alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) é considerado por muitos como o maior
génio de toda a histéria da Matematica.

GUS567297282

EUTSCHE BUNDESBANK
ZEHN DEUTSCHE MARK

Entre as muitas féormulas e teoria matematica que ele elaborou, descrevemos aqui uma técnica
simples e eficiente para resolucao de sistemas lineares.

O método de eliminacao de Gauss consiste em transformar o sistema linear em outro equivalente
(de mesma solugdo) que tenha matriz dos coeficientes no formato triangular superior, como por

28
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exemplo:
( ai11Xy + apXxo + di13X3 + o FapX, = bl
doo Xo + dn3X3 + -+ donXp = b2
axXz+ -+ aspx, = bs
L dnpnXn = bn
A partir dafi, calculamos os valores de x;, x5, - - - , X, de baixo para cima:

Xn —7 Xp—1 —> - —> X3 — Xo = X1

Primeiro calculamos x, na ultima equacao. Depois, substituimos na pendltima e calculamos x,_;.
Por dltimo, substituimos x,, X,—1, -+ , Xo na primeira equacao e calculamos X;.

Para transformar o sistema linear no formato triangular superior, podemos usar operacoes ele-
mentares com as linhas:

e Trocar a linha / pela linha j. Em simbolos: L; <+ L;.

e Substituir a linha / pela mesma linha multiplicada por uma constante k # 0. Em simbolos:
L= kL;.

e Substituir a linha / pela soma dela com outra linha j. Em simbolos: L; = L; + L;.

E permitido fazer varias operacdes elementares de uma tnica vez, como em L; = aL;+bL;, bem
como subtrair linhas ou dividir uma linha por uma constante: L; — L; = L; + (=1)L, e L? = (3)L;.

E recomendavel (mas ndo obrigatdrio) que o primeiro coeficiente ndo nulo de cada linha seja
igual a 1. Sendo assim, se o primeiro elemento ndo nulo da linha / for a; = 1, entdo podemos
utilizar operagdes do tipo Ly = Ly —agjliparak=i+1,i1+2,i+3, -

Exemplo 3.1 Determinar a solucao de

2x+3y +4z = 17
X—7y+2z = 17
5x+8y -z = =2
Solucado: Efetuamos as seguintes operacdoes com as linhas do sistema:
2x+3y+4z = 17 (Li 4 Ly)
X—T7y+2z = 17
5x4+8y—z = =2
X—7y+2z = 17
— ¢ 2x+4+3y+4z = 17 (Ly=L,—2L,)
5X‘|‘8y—Z = -2 (L3:L3—5L3)
X—T7y+2z = 17
— 17y = —17 (Lo=+Ly)

43y — 11z = -—-87
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X =Ty +2z
— y
43y — 11~z
X =Ty +2z
— y
—11z

= 17
= -1
— 87
= 17
= -1
= 44

(L3 = L3 —43Ly)
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Note que obtivemos um formato triangular para o sistema, que o x foi eliminado da segunda e
terceira equacoes e que o y fol eliminado da terceira equacao.

Da dltima equacao obtemos:
mos y = —1 e substituindo os valores de y e z na primeira equacao, obtemos finalmente que
X=17+7y —2z=17—7 — 8 = 2. Portanto a solucao do sistema é x =2,y = —1,z = 4.

Exemplo 3.2 Determinar a solugcao de

x+y+z+w
2x —3y —3z—w

X—y+4z4+bw

2X 4+ 2y —z— 10w

—11z = —44, ou seja, z = 4. Da segunda equacao obte-

6
-2
—11
37

Solucao: No exemplo anterior, escrevemos todas as varidveis em todos os passos da solucao. Isso
nao era necessario pois bastava escrever os coeficientes de cada equacao. Portanto, neste exemplo,
Vamos Ser um pouco mais econdmicos e escrever apenas a matriz dos coeficientes das equacoes do
sistema. E depois, vamos fazer operacoes elementares com as linhas dessa matriz.

3 1 1

2 -3 -3
M=11 _1 4
2 2 -1

(1] -1 4
|2 -3 -3
3 01 1

2 2 -1
1 -1 4
o -1 -1
0 4 -—11

0 4 -9
1 -1 4

0 11
1o 4 -11
0 4 -9

1 6
-1 =2
5 -11
-10 37
5 -11
-1 =2
1 6
—-10 37
5 -—11
—-11 20
—-14 39
—-20 59
5 -11
11 20
—-14 39
—20 59

(Ll < L3)

(L2 — L2 — 2L1)

(Ls=Ls—3L;)
(L4 - L4 - 2L1)
(L2 = (=1)L2)

(L3 - L3 - 4L2)

(La =Ly —4Ly)



3.2. METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS 31

1 -1 4 5 -1l
|0 1 11 11 -20
0 0 —55 —58 119 | (Ls=(—5)Ls)
| 0 0 —53 —64 139
1 -1 4 5 -1
.o 1 111 -20
0 0 2 -
| 0 0 —53 —64 139 | (Ls=Las+53Ls)
(1 -1 4 5 -11
0 1 11 11 -20 / : . .
— 00 1 % _% que € uma matriz no formato triangular superior: em cada
0 0 0 % =28

linha, os elementos que estao abaixo do primeiro elemento nao nulo sao todos iguais a zero. Essa
matriz é equivalente ao seguinte sistema:

X—y+4z+5w = -—11
y+1lz+11w = —20
58 _ 119
TEr T B
“mY = T
e A quarta equacdo é —4%2w = £28, de onde obtemos w = —3.
e A terceira equacdo é z + 2w = —12, o que fornece z = -2 - (-3) - 2 = 1.

e Da segunda equacao, obtemos y = —11z — 11w —20 = —11 + 33 — 20 = 2.
e Da primeira equacao, temos x =y —4z—-5w—-11=2—-4+4+15—-11=2.

Portanto, a solucao dosistemaéx =2, y =2, z=1ew = —3.
Exemplo 3.3 Determinar a solucdo geral de

2X—y+2z—w = 2
3X—y+3z+4w = 9
X+2y+3z+4w = 10

2 -1 2 -1 2
Solucao: A matriz completa desse sistemaé M= | 3 —1 3 4 9 |. Efetuamos a seguinte

1 2 3 4 10
sequéncia de operacoes elementares com as linhas da matriz:

2 =1 2 =1 27 (Ly+Ly) 2 3 4 10
3 -13 4 9 — | 3 =13 4 9 | (Lo=L,—3L;) —
1 2 3 4 10 2 -1 2 -1 2 | (Ly=1Lsz—2Ly)
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1 2 3 4 10

1 3 4 10
0 -7 -6 -8 —21| (Lo=-%L) — |0 8 &
0

3
=
0O -5 -4 -9 —-18 -5 —4 -9 —-18 (L3 =Lz +5L»)
1 2 3 4 10
6 8 . : : _
— [ 0 1; 723 3 que é uma matriz no formato triangular superior e que corresponde
' 00 2 —= -3
ao sistema
X+2y+3z4+4w = 10
y+%z+5w = 3
2 23 _
?Z—7W = -3

Como o sistema tem mais varidveis do que equacoes, alguma varidvel tem que ficar livre, ou seja,
sem ser calculada. Escolhemos uma das varidveis para ficar livre. Por exemplo, podemos escolher
w como variavel livre do sistema. Isso significa que x, y, z ficam escritos em funcao de w.

—21+423
22y = —3 de onde obtemos z = —elrew

e A Ultima equacao do sistema é %z - = >

e A segunda equagao é y + gz + %W = 3 de onde obtemos y = 3 — gz — %W, ou seja,

_ o _ 6(=21423wy\ _ 8, _ 84-T7w
y=3-3(=57") - sw=""52

e A primeira equacao é x+2y +3z+4w = 10 = x = 10 — 2y — 3z — 4w. Substituindo os

valores de y e z obtidos anteriormente e simplificando, obtemos x = 242=231w

- . ; 245 — 231w 84 — 77w —21+4+ 23w
Portanto, a solucao geral do sistema é x = ——Mm, vy = ——, 2z = ——,
Vw € R. Escolhendo valores para w, obtemos solucdes particulares do sistema. Por exemplo, para
w =1, obtemos x =1, y =1 e z =1 como solucao particular. Para w = 0, obtemos x = %,
y = 87—4 ez= _721 como sendo outra solucao particular.

3.3 Exercicios Propostos

(P27) a) Dé exemplo de um sistema linear com 4 equagles nas variaveis x,y,z e t cuja Unica
soluciosejax=1,y=2,z=3et=4.
b) Resolva o sistema do item (a) usando o método de eliminacdo de Gauss.

Resp.: Inicialmente, escrevemos aleatoriamente os primeiros membros de quatro equacoes nas
variaveis x, y, z, t:
5x+y+10z -3t =
7x—2y —2z—5t
—3x+4y+z+t
—X—y—z+14t =
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Para o sistema ter solucao Unica deve-se ter o cuidado de nao escrever uma equacao como com-
binacao linear das outras e nem a matriz-coluna formada pelos coeficientes de uma variavel nao ser
combinacao linear das matrizes-colunas dos coeficientes das outras varidveis. Depois, substituimos
a solugcao desejada x =1, y =2, z=3, t = 4 nas equagoes acima e obtemos o exemplo desejado:

5x+y+10z—-3t = 25
XxX—2y —2z—-5t = —-23
—3x+4y+z+t = 12
—Xx—y—z+14t = 50

(P28) Encontre a solugdo do sistema linear

dx +2y+z—-2t = 3
3Xx—-3y—z—t = 2
3x+by+z+t = 0
X—y—z+4t = =2

usando o método de eliminagao de Gauss. Resp.: x=6/13, y =—-5/13, z=1, t = —6/13.

(29) Encontre a solug¢do geral do sistema

4x+2y+z4+w = 13
3x—-3y—t+w = 5
X+by+z+t = 8
2x—z+4t—-5w = 0

usando o método de eliminacao de Gauss.
—10t+10w+49  —6t+6w+3 _  —38t+ 50w —49

oY Y = 3 z B Vt, w e R.

Resp.: x =




